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摘 要

摘 要

反演光刻技术是计算光刻技术的一种，通过软件和高性能计算模拟光刻过程

中的光学和化学过程，以增大最小可分辨特征尺寸，指导工艺参数优化。本文针

对反演光刻技术中的关键挑战，发展了一系列创新性理论与算法。

针对薄掩模近似下的反演光刻算法计算效率不高以及没有收敛性保证的问题，

本文提出了一种基于交替方向乘子法框架的反演光刻算法，反演光刻问题的目标

函数被设计为包括三项：晶圆上的成像与目标图案之间的误差函数、确保掩模是

二值函数的惩罚项以及全变差正则项。为了数值求解这一优化问题，通过变量分

离，我们为原始目标函数引入了增广拉格朗日函数。在交替方向乘子法方法的框

架下，反演光刻问题被分解为多个子问题，每个子问题都可以得到高效的解决。我

们给出了对所提算法的收敛性分析。相比现有方法，我们提出的算法避免了对晶

圆上图像全变差的繁琐计算，并具有良好的收敛性保证。

为了高效求解三维障碍物反散射问题，本文将曲面的隐式神经网络表示引入

到对这一问题的解决中。曲面的隐式神经网络表示对于给定的形状类别具有出色

的表达能力，这为反散射问题提供了有效的先验信息，从而可以有效降低优化变

量的维数，极大简化了计算。本文结合形状优化方法的框架与曲面隐式神经网络

表示，提出了一种解决障碍物反散射问题乃至更一般的偏微分方程约束的形状优

化问题的新途径。数值实验表明，该方法在保证收敛性的同时，显著提高了计算

效率。

在高效求解障碍物反散射算法的基础上，本文通过将反散射过程结合到反演

光刻问题的模型中，提出了一种基于曲面隐式神经网络表示的三维掩模反演光刻

算法，数值算例验证了所提算法的有效性。这一算法为推动反演光刻技术向更小

尺寸发展提供了新思路。

关键词：反演光刻技术；交替方向乘子法；形状优化；曲面隐式神经网络表示
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Abstract

Abstract

Inverse lithography technology is a computational lithography technique that simu-
lates the optical and chemical processes during lithography through software and high-
performance computing, aiming to increase the minimum resolvable feature size and
guide process parameter optimization. This paper addresses key challenges in inverse
lithography technology by developing a series of innovative theories and algorithms.

To address the issues of low computational efficiency and lack of convergence guar-
antees in inverse lithography algorithms under thin mask approximation, we propose an
inverse lithography algorithm based on the Alternating Direction Method of Multipliers
(ADMM) framework. The objective function of the inverse lithography problem is de-
signed to include three terms: an error function between the wafer image and the target
pattern, a penalty term ensuring the mask is a binary function, and a total variation regular-
ization term. To numerically solve this optimization problem, we introduce an augmented
Lagrangian function for the original objective function through variable splitting. Within
the ADMM framework, the optimization problem is divided into multiple subproblems,
each of which can be efficiently solved, and convergence analysis for the proposed al-
gorithm is provided. Compared to existing methods, our ADMM algorithm avoids the
cumbersome calculation of total variation on wafer images and offers good convergence
guarantees.

To efficiently solve the three-dimensional obstacle inverse scattering problem, we
introduce implicit neural network representation of surfaces into the solution of this prob-
lem. The implicit neural network representation of surfaces has excellent expressive
power for given shape categories, providing effective prior information for inverse scatter-
ing problems, thereby effectively reducing the dimension of optimization variables and
greatly simplifying computation. By combining the framework of shape optimization
methods with implicit neural network representation of surfaces, we propose an approach
to solve obstacle inverse scattering problems and more general shape optimization prob-
lems constrained by partial differential equations. Numerical experiments show that this
method significantly improves computational efficiency while ensuring convergence.

Based on the efficient algorithm for solving obstacle inverse scattering problems, we
propose a three-dimensional mask inverse lithography algorithm based on implicit neural

II



Abstract

network representation by incorporating the inverse scattering process into the model of
inverse lithography problems. Numerical examples verify the effectiveness of the pro-
posed algorithm. This algorithm provides new ideas for advancing inverse lithography
technology toward smaller dimensions.

Keywords: Inverse Lithography Technology; Alternating Direction Method of Multipli-
ers; Shape Optimization; Neural Implicit Representation
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第 1章 绪论

第 1章 绪论

在过去的几十年里，半导体行业发生了一场革命，集成电路的发展基本遵循

着戈登·摩尔在 1965年发表的论文中的预测：未来 10年，晶体管数量每年都会
翻一番。十年后的 1975年，摩尔将这一预测修改为每两年翻一番。近 60年来，这
种基于新兴趋势的推断一直是半导体行业的指导原则，起着至关重要的作用。但

是今天，集成电路尺寸的缩小面临着光学系统分辨率的限制，另外，掩模散射使晶

圆上的图案发生了很大的畸变。此时，继续通过硬件手段提高光刻精度的途径变

得越来越难。为了进一步提高光刻精度，研究人员开始从算法层面深入探索解决

方案。其中，反演光刻技术因其独特的优势和广阔的应用前景，成为了本文的核

心关注对象。本章将首先对反演光刻技术进行简要介绍，回顾其发展历程，进而

引出本文的主要工作，最后介绍全文的结构安排。下面，从对光刻系统基本原理

的介绍开始。

1.1 光刻系统成像理论

由于集成电路制造所需的图案尺寸极小，难以直接加工制造，现代光刻工艺

采用投影式光刻系统进行图案转移。在这一系统中，首先制作尺寸放大的掩模，其

上的图案尺寸通常是晶圆上目标图案的 4-5倍 [1]，随后通过精密光学系统将掩模

上的图案等比例缩小，并转移至涂覆光刻胶的晶圆表面。

图 1.1 光刻系统结构示意图

图1.1描述了光刻系统的基本结构和关键光学元件。光源 {S}（通常是深紫外
光源，如准分子激光器）发出的光经过聚光镜 {C}被准直成平行光束，照射到掩
模 {M}上，掩模通常由石英基板和铬图案组成，其中铬图案的几何形状对应于经

1



第 1章 绪论

过精心设计的晶圆图案。掩模图案经过投影透镜组 {P}（一个复杂的多镜头系统）
被缩小投影到涂有光刻胶的晶圆 {W}上。现代投影透镜组通常具有 0.33或更大的
数值孔径 (NA)，能够提供 4倍或更高的缩小率，以实现纳米级的分辨率。投影到
光刻胶层的光强分布触发光刻胶内的光化学反应，导致光刻胶的溶解度发生变化。

经过后续的显影步骤，掩模的图案就被转移到了晶圆表面。

在介绍了光刻系统的基本结构后，下面我们将介绍其成像原理。光刻系统的成

像过程本质上是一个光学衍射成像问题。为了系统地理解这一过程，我们首先研

究理想的单点光源照明情况，即一束相干平面波垂直入射到掩模平面上。在介绍

完这一基础模型后，我们将简要讨论实际系统中更常见的部分相干照明情况。虽

然本文后续主要基于单点光源模型进行分析，但理解部分相干照明对于完整把握

光刻系统的物理本质具有重要意义。

我们从最简单的情况开始：单个点光源产生的相干平面波垂直于掩模平面入

射。平面波是一种理想的波，其波前（等相位面）是无限延伸的平面 [2]，可表示为：

𝐸(r, 𝑡) = 𝐴0𝑒𝑖(𝑘𝑧−𝜔𝑡), （1.1）

其中 𝐴为常数振幅，𝑘 = 2𝜋/𝜆是波数，𝑧是传播方向，𝜔是角频率，𝑡是时间。这
种理想的平面波具有完美的时间相干性和空间相干性。通常，我们可以假设入射

场是时谐场（time-harmonic）[1]，因此可以将入射场简化为：

𝐸in(r) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧. （1.2）

平行光经过掩模后被调制为 𝐸mask。接着，根据惠更斯-菲涅耳原理 [3]，光场经过空

间传播产生衍射：

𝐸diff(r) = ∬ 𝐸mask(r′)𝐺(r − r′)𝑑r′. （1.3）

最后，衍射场经过光学系统成像 [4]：

𝐸image(r) = ∬ 𝐸diff(r′)𝐻(r − r′)𝑑r′, （1.4）

其中𝐻(r)是光学系统的点扩散函数，与光瞳函数 𝑃 (f)通过傅里叶变换相关联：

𝐻(r) = ℱ−1{𝑃 (f)}. （1.5）

在理想情况下，系统的传递函数由光瞳函数决定：

𝑃 (f) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, |f| ⩽ NA
𝜆 ,

0, 其他情况,
（1.6）

其中 NA是数值孔径，𝜆是波长。因此，投影透镜充当掩模的傅立叶变换的低通滤
波器。低于投影透镜截止频率的频率可以通过透镜，高于截止频率的频率会丢失。

2



第 1章 绪论

此时，对应的点扩散函数为：

𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐽1(2𝜋𝑟NA/𝜆)
2𝜋𝑟NA/𝜆 , （1.7）

如图1.2所示，其中 𝐽1(𝑥)是 1阶贝塞尔函数。最后，在成像平面上实际观察到的空
间像光强（Aerial Image）𝐼aerial是场 𝐸image的模的平方：

𝐼aerial(r) = |𝐸image(r)|2. （1.8）

将前述成像过程的各个步骤代入，可以得到空间像光强 𝐼aerial 与掩模调制场 𝐸mask

之间的依赖关系：

𝐼aerial(r) = |𝐻 ∗ 𝐸mask|2(r), （1.9）

其中 ∗表示卷积运算。这个表达式清晰地展示了掩模图案如何通过光学系统的点
扩散函数影响最终的空间像光强分布。这个光强分布将决定光刻胶的曝光情况，进

而影响最终在晶圆上形成的图案。这个单点光源模型虽然简化了实际情况，但它

捕捉了光刻系统的基本物理特性，是后续研究的重要基础。

在考虑离焦效应时，我们只需修改光瞳函数。具体而言，离焦效应描述了晶

圆相对于最佳焦点平面的垂直偏移。虽然离焦本身并非真正的像差，但由于它与

理想波前的偏差特性类似 [3]，我们可以采用处理像差的方法来描述它。具体而言，

若将像差函数表示为𝑊 (𝑓, 𝑔)，则相应的光瞳传递函数可表示为：

𝑃 (𝑓 , 𝑔) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑒−𝑖 2𝜋
𝜆 𝑊 (𝑓,𝑔), |(𝑓 , 𝑔)| ⩽ 𝑁𝐴

𝜆 ,
0, 其他情况.

（1.10）

在这个框架下，离焦像差函数可以写作：

𝑊 (𝑓, 𝑔) = 𝛿√1 − (𝑓 2 + 𝑔2)𝜆2, （1.11）

其中参数 𝛿表示离焦距离，即晶圆偏离最佳焦平面的距离。
我们简要介绍实际光刻系统中更常用的部分相干照明模型 [5]，这一模型使用

扩展光源来提高系统性能。在柯勒照明配置（如图1.3所示）下，扩展光源位于照
明系统的前焦面上 [3]。每个源点 (𝑠𝑥, 𝑠𝑦)产生一个相干平面波，其入射方向由源点
位置决定：

𝐸in(r; 𝑠𝑥, 𝑠𝑦) = 𝐴𝑒𝑗𝑘(𝑠𝑥𝑥+𝑠𝑦𝑦+√1−𝑠2
𝑥−𝑠2

𝑦𝑧). （1.12）

根据 van Cittert-Zernike定理 [6]，虽然来自不同源点的光在掩模平面上的叠加是非

相干的，但各个源点产生的场之间仍然存在确定的相位关系。这种相位关系可以

通过互相干函数来描述：

𝛾(r1 − r2) = ∬ 𝑆(𝑠𝑥, 𝑠𝑦)𝑒𝑗𝑘(𝑠𝑥(𝑥1−𝑥2)+𝑠𝑦(𝑦1−𝑦2))𝑑𝑠𝑥𝑑𝑠𝑦, （1.13）
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第 1章 绪论

图 1.2 点扩散函数

其中 𝑆(𝑠𝑥, 𝑠𝑦)是有效光源的强度分布。考虑到这种部分相干性，像面光强不能简
单地由单个场分布的平方得到，而是需要考虑不同位置场的相关性 [5]：

𝐼aerial(r) = ∬
+∞

−∞
𝐸mask(r1)𝐸∗

mask(r2)𝛾(r1 − r2)𝐻(r − r1)𝐻∗(r − r2)𝑑r1𝑑r2. （1.14）

公式 (1.14)所表示的Hopkins公式 [7]计算复杂度较高，实际应用中通常采用源

分解方法 (Source Decomposition)将部分相干照明近似为多个相干光源的叠加 [8]：

𝐼aerial(r) ≈
𝑁

∑
𝑖=1

𝑤𝑖|𝐻𝑖 ∗ 𝐸mask|2, （1.15）

其中 𝑤𝑖 是第 𝑖个源点的权重，𝐻𝑖 是对应的点扩散函数，𝑁 是分解后的源点数量。
这种分解方法在数学上可通过奇异值分解 (SVD)或特征分解等技术实现 [9]。通常，

前几个主要模式就能捕捉系统大部分能量，使得我们能够用少量相干光源的叠加

来有效近似部分相干系统。

源分解方法的有效性表明，尽管实际光刻系统采用部分相干照明，但对单点

光源 (即完全相干)条件下反演光刻问题的研究仍具有重要理论意义。一方面，单
点光源模型作为部分相干系统的基本组成单元，对其的深入理解是解决更复杂照

明模式问题的基础；另一方面，针对单点光源开发的算法通常可以扩展应用到部

分相干条件下，只需将目标函数修改为多个相干成像结果的加权和。事实上，许

多文献 [8,10]表明，基于单点光源模型开发的算法，通过合适的修改后能够有效应

用于部分相干照明系统。

本论文主要在单点光源假设下研究反演光刻问题，这不仅简化了理论分析和

算法设计，也为理解和解决更复杂的部分相干照明问题提供了基础框架。

光刻胶的曝光过程是光刻工艺模拟的最后一个关键步骤。在实际工艺中，光

刻胶对光的响应表现出明显的阈值特性。假设晶圆上的输出图案为二维，我们可
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第 1章 绪论

图 1.3 柯勒照明

以将这种涂层效应建模为一个硬阈值操作：

𝑇 (𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝑥 ⩾ 𝑡𝑟,

0, 𝑥 < 𝑡𝑟,
（1.16）

其中 𝑡𝑟是阈值参数。基于这个阈值操作，晶圆上的曝光图案可以表示为：

𝐼𝑡(𝑈)(𝑥, 𝑦) = 𝑇 (𝐼aerial(𝐸𝑚𝑎𝑠𝑘)(𝑥, 𝑦)). （1.17）

注意到 𝑇 (𝑥)是一个不可微函数，这使得该阈值模型不适合用基于梯度的优化方法
求解。为了克服这个困难，通常采用 sigmoid函数来近似阈值操作：

𝑆𝑖𝑔𝑎(𝑥) = 1
1 + 𝑒𝑥𝑝(−𝑎(𝑥 − 𝑡𝑟)) . （1.18）

sigmoid函数具有良好的数学性质：当 𝑥大于 𝑡𝑟时，函数值平滑地趋向于 1，否则
趋向于 0。参数 𝑎控制函数的陡度，较大的 𝑎值使得函数更接近于理想的阈值操
作。图1.4展示了 sigmoid函数及其导数在 𝑎 = 20，𝑡𝑟 = 0.3时的行为。利用 sigmoid
函数的这种平滑近似，我们最终得到晶圆上的曝光图像：

𝐼(𝑈)(𝑥, 𝑦) = 𝑆𝑖𝑔𝑎(|(𝐻 ∗ 𝐸𝑚𝑎𝑠𝑘)(𝑥, 𝑦)|2). （1.19）

这个表达式不仅保留了光刻胶的阈值特性，还提供了数学上的可处理性，为后续

的优化计算奠定了基础。

在传统的光刻成像模型中，为了使问题便于处理，通常假设掩模的临界尺寸

远大于波长 𝜆，从而忽略掩模的厚度，如图1.5所示。在这种近似下，掩模被简化为
一个取值为 {0,1}的二维图案：

𝑈(r) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 透明区域,

0, 不透明区域.
（1.20）
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第 1章 绪论

图 1.4 sigmoid函数及其导数

此时，入射光经过掩模的调制关系简化为：

𝐸mask(r) = 𝐸in ⋅ 𝑈(r). （1.21）

将这个掩模调制关系代入成像公式（1.19），得到薄掩模近似下的成像公式：

𝐼(𝑈)(𝑥, 𝑦) = 𝑆𝑖𝑔𝑎(|(𝐻 ∗ 𝑈)(𝑥, 𝑦)|2). （1.22）

需要说明的是，这种薄掩模近似虽然在计算上带来了便利，但随着掩模特征

尺寸的不断减小，掩模的三维效应变得越来越显著。当入射光与掩模结构相互作

用产生散射效应时，会在掩模边缘产生复杂的电磁场分布，导致光的传播方向发

生改变。这种现象被称为”厚掩模效应”，忽略这一效应将导致严重的模型误差，影
响掩模优化的准确性。本文将在后续章节中着重研究如何克服这一局限性。

图 1.5 薄掩模近似示意图

以上讨论的光刻系统成像理论揭示了光的衍射特性在成像过程中的作用。当

掩模上的图形尺寸接近光刻系统的分辨率极限时，由于光的波动性质导致的衍射

效应，以及光与掩模材料相互作用产生的散射效应，使得光学系统无法准确重现
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第 1章 绪论

掩模上的精细结构。为了克服这些物理限制带来的挑战，反演光刻技术应运而生。

下面我们将详细介绍这一技术。

1.2 反演光刻技术简介

在理想情况下，晶圆上成像的图案应当与掩模图案完全一致。然而，由于光的

波动性质，实际成像会受到衍射效应的影响而产生模糊。根据瑞利判据，光刻系

统的分辨率（即系统能够在晶圆上分辨的最小线条宽度）由下式给出：

𝜆
NA

, （1.23）

其中 𝜆是光波的波长，NA是投影透镜的数值孔径 [11-12]。当掩模上的图形尺寸接

近这一分辨率极限时，衍射效应的影响变得尤为显著。此时，高频信息（对应图形

的精细结构）在成像过程中会大量丢失，导致各种图案失真现象，如线宽偏差、角

部圆化、线端缩短等。图1.6直观地展示了这种失真现象，其中左侧为原始掩模图
案，右侧为光刻系统实际成像结果。

掩模

光刻像

图 1.6 光刻失真示例

为了克服光刻失真并提高分辨率，反演光刻技术 (Inverse Lithography Technol-
ogy, ILT)提出了一种创新的思路：不再简单地将掩模设计为与目标图案相同，而
是反向求解，寻找能产生期望成像的最优掩模图案。这一技术可以形式化地表示

为如下优化问题：

min
𝑈∈𝐾0

‖𝐼(𝑈) − 𝐼‖𝑋 , （1.24）

其中 𝑈 是待求的掩模图案，𝐾0 = {𝑈|𝑈(𝑥) ∈ {0, 1}}是表示掩模二值特性的可行
解空间，𝐼(𝑈)表示掩模图案 𝑈 经过光刻系统成像后的结果（1.22），𝐼 是期望在晶
圆上得到的目标图案，𝑋是适当选择的范数（可以是 𝐿2、𝐿1或其他合适的范数）。

这个优化问题的目标是最小化实际成像与目标图案之间的差异。
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第 1章 绪论

反演光刻技术可以显著提高光刻系统的分辨率极限，实现更小特征尺寸的图

案制造，为半导体工艺的持续微缩提供了重要支持。自提出以来，反演光刻技术

取得了显著发展，下面将回顾该领域的关键研究进展以及仍然面临的挑战。

1.3 已有工作介绍

反演光刻技术的发展源于光学邻近效应校正技术 (Optical Proximity Correction,
OPC)。光学邻近效应是指由于光的衍射和散射，导致相邻图形之间产生相互影响，
使得晶圆上实际显影的图形偏离掩模原始图形的现象。为了补偿这种效应，OPC
技术通过有针对性地修改掩模图形（如添加衬线、调整角部形状等），成为了较早

解决光刻失真问题的重要技术方案。OPC技术主要分为两种实现方法：基于规则
的 OPC和基于模型的 OPC。基于规则的 OPC采用预定义的修正规则库，根据图
形的几何特征和周围环境进行修正，这种方法计算效率高，但难以处理复杂的光

学效应 [13]。基于模型的 OPC则通过建立精确的光刻成像模型，采用迭代优化的方
式调整掩模图形，直至获得满意的成像结果，这种方法虽然计算开销较大，但能提

供更准确的修正效果 [14]。

随着集成电路特征尺寸的持续缩小，传统 OPC技术的局限性日益凸显。基于
规则的 OPC难以应对日益复杂的光学效应，而基于模型的 OPC虽然能提供更好
的修正效果，但其局部优化策略往往陷入局部最优，无法获得全局最优解 [15]。为

了突破这些限制，研究者开始探索基于全局优化的反演光刻技术。反演光刻技术

可以视为基于模型 OPC的理论延伸和方法创新，它将掩模设计问题严格地形式化
为全局优化问题，通过严谨的数学物理方法来求解最优掩模图形。

反演光刻技术的理论演进可追溯至 20世纪 90年代初期，其发展历程深刻体
现了数学物理方法与半导体制造的深度融合，其发展历程可以大致分为三个阶段：

早期的基础理论建立、传统优化方法的发展、以及近年来新兴方法的探索。

反演光刻技术的理论基础经历了持续的发展和完善。Pati和 Kailath [8]开创性
地将光刻掩模设计形式化为非线性优化问题，为反演光刻奠定了理论基础。随着工

艺节点不断推进，研究者们开始关注更复杂的物理效应：Cobb和 Zakhor [16]发展了
包含光刻胶效应的非线性成像模型，为后续研究提供了重要基础。Ma和Arce [17]提
出了基于像素化表示的高效计算方法，显著提升了计算效率。Granik [18]则引入工
艺窗口概念，建立了考虑工艺变化敏感度的优化框架，进一步提高了实用性。

在优化算法方面，反演光刻技术的发展经历了从简单到复杂的演进过程。早

期研究主要关注基本优化方法，如 Liu和 Zakhor [19]提出的基于模拟退火的二值掩
模优化方法。由于反演光刻问题本质上是不适定的 [20]，正则化方法在求解过程中
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发挥着关键作用：最初主要采用 Tikhonov正则化，如 Poonawala等人 [21]提出的用

于控制掩模复杂度的正则化框架。随后，Ma等人 [22]系统研究了多种正则化方法，

包括 L1正则化、小波变换正则化和全变差正则化 (TV)。其中，TV正则化因其优
秀的边缘保持特性 [23]受到特别关注，Choy等人 [24]进一步发展了基于多重 TV项
的目标函数。Li等人 [25]提出了基于交替拉格朗日乘子法的高效算法。

近年来，新的技术方法不断涌现，研究者们开始探索更复杂的正则化策略和

优化算法。Jia等人 [26]发展了基于随机梯度的优化方法。为了提高算法的鲁棒性，

Li等人 [27]提出了结合鲁棒优化的正则化框架，显著提升了算法的抗噪声能力。Ma
等人 [28]则通过结合稀疏性和低秩正则化，发展了创新的分裂 Bregman算法。针对
大规模优化问题的计算挑战，Torunoglu等人 [29]开发了基于 GPU的高效求解方法。
随着人工智能技术的发展，深度学习方法开始在反演光刻领域发挥重要作用。Shin
等人 [30]首次系统探讨了机器学习在计算光刻中的应用前景。Yang和 Ren [31]通过
引入物理先验信息，提出了可解释性更强的深度学习模型。Zheng等人 [32]开发的

基于模型引导的深度学习框架，成功推进了部分相干照明情况下反演光刻问题的

解决。为了规范评估这些新方法的性能，Zheng等人 [33]建立了 LithoBench基准测
试平台。然而，正如 Adam等人 [34]指出的，深度学习方法在物理建模中仍面临数

据获取困难、模型可靠性等重要挑战。值得注意的是，上述大多数方法缺乏严格

的理论分析，特别是在算法收敛性方面缺乏理论保证，这在实际应用中可能带来

潜在风险。

此外，随着集成电路特征尺寸的持续减小，掩模的三维结构所带来的”厚掩模
效应”逐渐成为影响光刻精度的关键因素 [35]。”厚掩模效应”使得传统二维模型在
预测成像结果时产生显著误差，严重制约了反演光刻技术的进一步发展。在使用三

维掩模进行光刻成像时，为了准确模拟电磁场散射过程需要求解Maxwell方程，其
计算复杂度远高于传统的二维傅里叶光学模型 [36]。为了克服这一挑战，研究者们

提出了多种近似方法：Adam等人 [37]发展了基于模型降阶的方法，但在复杂结构下

精度受限；Shao等人 [38]提出了基于波导法的三维效应近似模型；Ding等人 [39]将

严格耦合波分析 (RCWA)方法应用于三维掩模电磁场计算。Fühner等人 [40]则尝试

将三维 FDTD模拟与遗传算法相结合用于电磁场计算。然而，随着特征尺寸持续
缩小，掩模的三维效应日益显著，这些简化处理已难以满足高精度光刻的需求。

尽管厚掩模效应的物理机制已得到广泛认识，但将其纳入反演光刻优化框架

仍面临巨大挑战。早期的工作主要关注对传统模型的改进：Ma和 Arce [41]提出了
基于矢量成像模型的掩模优化方法，通过考虑光的偏振效应，在一定程度上克服

了标量模型的局限性；Ma等人 [12]Chapter 10基于 Boundary Layer模型 [42]，针对相干
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照明条件下的厚掩模效应，系统构建了光学临近效应和相移掩模的梯度优化算法

框架。随着研究的深入，Finders等人 [43]系统分析了三维掩模效应对成像质量的影

响，揭示了这些效应导致的关键尺寸偏差和边缘放置误差。为了直接处理三维效

应，Xiong等人 [44]提出了补偿三维掩模效应的光刻成像公式，并将反演光刻问题

转化为组合优化问题进行求解。He等人 [45]则针对等离子体光刻系统，发展了一种

三维掩模参数化优化方法，通过调整掩模的几何参数（如高度、倾斜角等）来提高

成像分辨率。然而，这些方法仍存在两个根本性问题：一是正演模拟未能精确求

解散射问题，二是三维掩模的表示方法过于简化。这些局限性使得现有方法难以

从根本上解决三维掩模反演光刻问题，严重制约了反演光刻技术在更小特征尺寸

下的应用，亟需开展深入研究。

1.4 本文主要创新点

通过系统梳理已有工作可以发现，对于反演光刻技术的研究仍存在两个主要

不足：首先，对这一问题的理论分析尚不充分，特别是在最优解关于光学系统参数

的稳定性分析方面，以及对算法的收敛性分析方面都有待深入；其次，将掩模三维

散射效应直接纳入反演光刻技术的研究相对匮乏，现有工作大多采用各种近似处

理（如薄掩模近似等），这些简化虽然降低了计算复杂度，但可能显著影响掩模设

计的精确性。针对这些关键挑战，本文开展了如下创新性工作：

首先，针对薄掩模近似下的反演光刻问题，本文提出了一种基于交替方向乘子

法 (ADMM)框架的求解算法。该算法通过引入辅助变量和变量分离策略，将原始
的非凸非光滑优化问题分解为一系列结构简单的子问题。相比现有方法，该算法具

有三个显著优势：一是避免了对晶圆上图像全变差的繁琐计算；二是通过 ADMM
框架巧妙规避了 sigmoid函数和卷积函数的复杂梯度计算；三是通过采用阈值函数
的非光滑形式处理 sigmoid子问题，显著提升了计算效率。在理论方面，本文严格
证明了该算法在一定条件下的局部收敛性，为算法的可靠性提供了理论保证。

其次，为了高效求解障碍物反散射问题，本文提出了一种基于曲面隐式神经

网络表示的形状优化算法框架。该框架通过利用隐式神经网络将曲面参数化为零

水平集，实现了对复杂三维结构反散射问题的高效求解。在理论方面，本文通过

建立形状导数的利普希茨连续性，严格证明了该算法的收敛性。这一方法不仅为

障碍物反散射问题提供了新的求解思路，其框架还可推广到更一般的偏微分方程

约束下的形状优化问题中，具有广泛的应用前景。

最后，在高效求解障碍物反散射问题的基础上，本文通过将散射过程纳入到

反演光刻问题的模型中，提出了一种三维掩模反演光刻算法。该算法通过结合求
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解反散射问题的隐式神经网络形状优化方法，实现了对三维掩模结构的整体优化，

为推动反演光刻技术向更小尺寸发展提供了研究思路。

1.5 行文结构

本文共分六章，具体结构安排如下：

• 第二章介绍相关基础理论和数学工具，为后续研究奠定理论基础。
• 第三章针对薄掩模近似下的反演光刻问题，提出了一种基于交替方向乘子法
的求解算法。通过严格的理论分析证明了该算法的收敛性，并通过数值算例

验证了算法的有效性。

• 第四章提出一种结合曲面隐式神经网络表示的形状优化方法，用于求解三维
障碍物反散射问题。理论分析证明了算法收敛到驻点的性质，数值实验展示

了方法的有效性。

• 第五章通过将散射过程纳入反演光刻问题的建模中，提出了一种基于曲面隐
式神经网络表示的三维掩模反演光刻算法，实现了对三维掩模结构的整体优

化设计。

• 第六章总结全文工作，并对未来研究方向进行展望。

图 1.7 论文结构与各章节逻辑关系图

图1.7展示了本文各章节之间的内在联系。从研究性质上看，第三章和第四章
在”基础算法研究”的框架下分别探索了不同问题背景中的算法设计。第五章通过
融合前两章的方法优势，形成了新的研究方向。
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第 2章 理论基础与相关工具

本章系统阐述求解反演光刻问题所依赖的核心数学理论与计算方法，为后续

研究提供必要的理论基础。这些数学工具不仅构成了本文算法设计的理论框架，也

是建立算法收敛性和稳定性分析的关键。本章重点介绍以下四类基础数学工具：

• 正则化理论与优化方法：针对反问题的病态性，介绍克服不适定性的正则化
框架，并重点阐述交替方向乘子法在求解非凸非光滑优化问题中的优势，为

设计薄掩模近似下的反演光刻算法奠定基础。

• 边界积分方程与边界元方法：介绍求解无界区域上偏微分方程的高效数值方
法，为求解反散射问题特别是无界区域上亥姆霍兹方程奠定基础。

• 形状优化与水平集演化：系统阐述水平集方法在几何表征中的优势，详细介
绍形状导数的相关理论，为发展基于曲面隐式神经网络的形状优化方法提供

数学基础。

• 分数阶函数空间理论：深入探讨分数阶索伯列夫空间的迹定理与紧嵌入性质，
为后续算法的收敛性分析提供必要的泛函分析工具。

2.1 反问题的正则化方法及 ADMM算法

数学物理反问题广泛存在于物理、医学、地质、集成电路等诸多科学领域，是

当前数学研究的重要方向。从本质上讲，所有通过可观测现象来推断事物内在规

律或外部影响的问题，都可归类为反问题。反演光刻技术就是一个典型的反问题：

我们需要从晶圆上期望的目标图像出发，反向推导出能产生该图像的最优掩模设

计。与反问题密切相关的是问题的适定性概念，根据 Hadamard的定义，一个适定
问题需要同时满足以下三个条件：

• 解的存在性：问题必须有解；
• 解的唯一性：解必须是唯一的；
• 解的稳定性：解必须连续依赖于输入数据。
遗憾的是，大多数反问题都是不适定的。不适定问题的求解具有本质困难，为

此数学家们引入了正则化的概念来有效处理这类问题。正则化方法的核心思想是

通过缩小问题的容许解集来构造近似解。通常，这个容许集可以选取为有限维集

合，这不仅符合实际应用需求，而且能将不适定反问题转化为某种意义下的近似

适定问题。这种转化不仅简化了问题，还能提高计算效率并保持解的物理意义，这

对工程应用尤为重要。从理论分析的角度来看，需要严格证明这类近似解对原问
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题的逼近程度，并阐明近似解本身的数学意义；从数值计算的角度来看，则需要研

究如何设计既能简化计算又能保证精度的正则化方法，包括近似解的误差估计和

逼近精度分析，从而发展出实用的数值求解方法。

具体到本文研究的问题，我们采用 BV（有界变差）正则化方法。为此，首先
引入相关数学记号。令𝛺为二维有界 Lipschitz区域，我们假设掩模属于 BV空间：

BV(𝛺) = {𝑈 ∈ 𝐿1(𝛺) ∶ sup∫𝛺
𝑈(𝑥)div𝜙(𝑥)𝑑𝑥 < ∞, 𝜙 ∈ 𝐶1

𝑐 (𝛺, 𝑅𝑛), |𝜙| ⩽ 1} ,
（2.1）

该空间配备范数

‖𝑈‖BV = ‖𝑈‖𝐿1(𝛺) + ‖𝑈‖TV, （2.2）

其中

‖𝑈‖TV = ∫𝛺
|𝐷𝑈|𝑑𝑥 ≡ sup

𝜙∈𝐶1
𝑐 (𝛺),|𝜙|⩽1 ∫𝛺

𝑈div𝜙𝑑𝑥 （2.3）

是 𝑈 的全变差范数。BV空间具有重要的紧嵌入性质：它紧嵌入到 𝐿1(𝛺)中，这
一性质对于保证反问题解的存在性和稳定性起着关键作用。全变差范数度量了函

数的总梯度变化，对函数的跳跃具有良好的保持性。在反演光刻问题中，BV空间
正则化既能保持掩模边缘的锐利性，又能有效抑制噪声影响，这对于生成高质量

的二值掩模具有重要意义。

通过正则化处理，反问题可以转化为适定性更好的优化问题。然而，这类优化

问题通常具有复杂的约束条件和非光滑项，需要特殊的数值方法来求解。交替方

向乘子法（ADMM）正是处理这类优化问题的有效工具，它特别适用于目标函数
可分离且具有多个变量约束的情形。ADMM的基本思想是将优化变量分离为 𝑥和
𝑧两部分，用于求解如下形式的优化问题：

min
𝑥,𝑧

𝑓(𝑥) + ℎ(𝑧) s.t. 𝐴𝑥 + 𝐵𝑧 = 𝑐. （2.4）

该方法通过循环执行以下三步来逼近最优解：

• 固定变量 𝑧及拉格朗日乘子，关于变量 𝑥最小化拉格朗日函数；
• 固定变量 𝑥及拉格朗日乘子，关于变量 𝑧最小化拉格朗日函数；
• 更新拉格朗日乘子。

当变量 𝑥与 𝑧的分离方式选取得当时，每个子问题都可以高效求解，从而使得这
种迭代算法能有效处理一般的约束优化问题。为了更清晰地描述这三步迭代，我

们引入增广拉格朗日函数：

𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑝) = 𝑓(𝑥) + ℎ(𝑧) + 𝑝𝑇 (𝐴𝑥 + 𝐵𝑧 − 𝑐) + 𝜌
2‖𝐴𝑥 + 𝐵𝑧 − 𝑐‖2

2, （2.5）
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其中 𝑝为拉格朗日乘子向量，𝜌 > 0为惩罚参数。标准的 ADMM迭代格式可表示
为：

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑥𝑘+1 = argmin𝑥 𝐿(𝑥, 𝑧𝑘, 𝑝𝑘),
𝑧𝑘+1 = argmin𝑧 𝐿(𝑥𝑘+1, 𝑧, 𝑝𝑘),
𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘 + 𝜌(𝐴𝑥𝑘+1 + 𝐵𝑧𝑘+1 − 𝑐).

（2.6）

ADMM算法的主要优势在于其变量分离策略：它将复杂的优化问题分解为一
系列结构简单的子问题，这些子问题通常具有闭式解或可以通过高效算法求解。同

时，由于子问题之间的解耦特性，ADMM算法的收敛性分析也相对容易展开。本
文第三章将详细阐述如何基于 ADMM 框架构造求解薄掩模近似下反演光刻问题
的算法，并给出严格的收敛性分析。

2.2 边界元方法

在求解反演光刻中的三维掩模散射问题时，需要高效处理定义在无界区域上

的亥姆霍兹方程。边界元方法 (Boundary Element Method, BEM)是解决此类问题的
有力工具之一：它通过将体积问题转化为边界上的积分方程，巧妙地避免了对无限

域的直接离散化。这种降维处理不仅显著减少了计算量，而且自动满足了无穷远

处的辐射条件。下面我们对边界元方法进行初步介绍，更详细的理论可参见 Sauter
等人的专著 [46]。

边界元方法的核心思想是将边界离散为一系列单元，并在每个单元上通过简

单的形函数来近似未知函数，从而将连续的积分方程转化为离散的线性代数方程

组。为了说明这一方法，我们首先考虑边界积分方程的标准形式：

𝛼(𝑥)𝑢(𝑥) + ∫𝛤
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦)𝑑𝑠(𝑦) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝛤 , （2.7）

其中 𝛤 表示光滑边界，𝐾(𝑥, 𝑦)为积分核函数，𝑢(𝑥)为待求解的未知函数，𝑓(𝑥)为
已知的右端项，𝛼(𝑥)为与几何特征相关的系数函数。
边界 𝛤 首先被离散为𝑁 个边界元：𝛤 ≈ 𝛤ℎ = ⋃𝑁

𝑗=1 𝛤𝑗。在每个边界元上，采

用形函数来分别近似几何形状和未知函数。几何形状的参数化表示为：

𝑥(𝑠) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝜙𝑖(𝑠), 𝑦(𝑠) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝜙𝑖(𝑠), 𝑧(𝑠) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑧𝑖𝜙𝑖(𝑠), （2.8）

而未知函数的近似表示为：

𝑢(𝑥) ≈ 𝑢ℎ(𝑥) =
𝑁

∑
𝑗=1

𝑛

∑
𝑖=1

𝑢𝑗𝑖𝜙𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ 𝛤𝑗 , （2.9）

其中 𝑠 为局部参数坐标，(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) 为节点坐标，𝑢𝑗𝑖 为待定系数。常用的形函数
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包括分片常数元 𝜙(𝑠) = 1，分片线性元 𝜙1(𝑠) = 1 − 𝑠, 𝜙2(𝑠) = 𝑠，以及二次元
𝜙1(𝑠) = 2𝑠2 − 3𝑠 + 1, 𝜙2(𝑠) = −4𝑠2 + 4𝑠, 𝜙3(𝑠) = 2𝑠2 − 𝑠。将近似解代入原方程，并
选取配点 {𝑥𝑖}𝑀

𝑖=1，可得到离散方程组：

𝛼(𝑥𝑖)𝑢ℎ(𝑥𝑖) +
𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝛤𝑗

𝐾(𝑥𝑖, 𝑦)𝑢ℎ(𝑦)𝑑𝑠(𝑦) = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀. （2.10）

对于 Galerkin方法，还需要引入测试函数并在边界上积分：

∫𝛤
𝜓𝑘(𝑥)

⎡⎢⎢⎣
𝛼(𝑥)𝑢ℎ(𝑥) +

𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝛤𝑗

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑢ℎ(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
⎤⎥⎥⎦

𝑑𝑥 = ∫𝛤
𝜓𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥. （2.11）

这最终导出一个线性方程组 𝐴𝑢 = 𝑏，其中矩阵元素由以下表达式给出：

𝐴𝑖𝑗 = 𝛼(𝑥𝑖)𝜙𝑗(𝑥𝑖) + ∫𝛤
𝐾(𝑥𝑖, 𝑦)𝜙𝑗(𝑦)𝑑𝑠(𝑦). （2.12）

边界元方法中的一个核心问题是积分核的奇异性处理。根据奇异性的强度，需

要采用不同的数值策略：对于非奇异积分，可直接应用 Gauss求积公式：

∫𝛤𝑗
𝐾(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝑠(𝑦) ≈

𝑛

∑
𝑘=1

𝑤𝑘𝐾(𝑥, 𝑦𝑘)𝜙(𝑦𝑘)𝐽𝑘, （2.13）

其中𝑤𝑘为求积权重，𝐽𝑘为坐标变换的雅可比行列式。对于弱奇异积分，可通过适

当的坐标变换来消除奇异性。例如，对于典型的平方根型奇异性：

∫
1

0

𝑓(𝑡)
√𝑡

𝑑𝑡 = ∫
1

0
2𝑓(𝑠2)𝑑𝑠. （2.14）

对于强奇异积分，则需要采用解析方法或正则化技术，通常表示为：

∫𝛤
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦) = lim

𝜖→0 ∫𝛤 \𝐵𝜖(𝑥)
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦), （2.15）

其中 𝐵𝜖(𝑥)表示以 𝑥为中心、半径为 𝜖的球。
在边界元方法中，离散化后得到的系数矩阵通常是稠密的，需要采用适当的

数值求解策略：对于规模较小的问题，可使用 LU分解等直接法；对于中等规模问
题，可采用 GMRES等迭代方法；而对于大规模问题，则需要借助快速多极子方法
(FMM)等加速技术。一旦获得边界上的解，即可通过表示公式计算解在区域内任
意点 𝑥 ∈ 𝛺处的解：

𝑢(𝑥) = ∫𝛤
[𝐺(𝑥, 𝑦)∂𝑢

∂𝑛(𝑦) − ∂𝐺
∂𝑛 (𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦)]𝑑𝑠(𝑦), （2.16）

其中 𝐺(𝑥, 𝑦)为基本解， ∂
∂𝑛 表示法向导数。

边界元方法的一个显著优势是仅需对边界进行离散，而无需对整个求解域进

行网格剖分。这一特点使其在处理无限域问题时特别高效，因为不需要人为截断
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计算域。此外，由于边界积分方程中的基本解已经满足了控制方程和无穷远处的

边界条件，该方法自然地保证了解的这些性质。然而，边界元方法也面临两个主要

挑战：一方面，基本解的奇异性要求对数值积分进行特殊处理；另一方面，基本解

的非局部性质导致离散后的线性方程组是稠密的，这显著增加了计算和存储开销。

针对这些问题，可以通过快速多极子方法等现代数值技术来有效缓解。

在本文中，边界元方法主要用于求解散射问题中的边界积分方程。通过合理

选择边界元类型和配点策略，不仅可以高效计算散射场，还能准确获得其远场模

式，从而为后续的形状优化算法提供了可靠的数值计算工具。

2.3 基于曲面水平集表示的形状优化方法

形状优化问题在工程设计、材料科学、流体力学等诸多领域具有广泛应用。这

类问题属于反问题的一个重要分支，其目的在于设计满足特定目标和物理约束的

几何界面。形状优化问题通常可以形式化为如下约束优化问题：

min
𝛤

𝐽(𝛤 ), （2.17）

其中 𝛤 表示待优化的几何界面，𝐽 为目标泛函。
形状导数的概念为形状优化问题的数值求解奠定了理论基础。它描述了目标

泛函相对于几何界面沿特定方向摄动的变化率。从直观上看，形状导数刻画了目

标函数对形状微小变化的敏感性，这为设计基于梯度的形状优化算法提供了依据。

下面基于速度场方法 [47]给出形状导数的严格定义。设 𝑉 ∶ ℝ × ℝ3 ↦ ℝ3为给定的

速度场，相应的特征线 𝑥(𝑡, 𝑋)满足如下常微分方程组：
d
d𝑡𝑥(𝑡, 𝑋) = 𝑉 (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑋)), （2.18）

其中 𝑋 ∈ 𝛤，初始条件为 𝑥(0, 𝑋) = 𝑋。令 𝑇𝑡(𝑋) = 𝑥(𝑡, 𝑋)，则 𝑇𝑡 定义了从 𝛤 到
𝛤𝑡 = 𝑇𝑡(𝛤 )的变形映射。此时，𝐽(𝛤 )在速度场 𝑉 方向上的形状导数 𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 )定义
为：

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ) = lim
𝑡→0+

𝐽(𝛤𝑡(𝑉 )) − 𝐽(𝛤 )
𝑡 . （2.19）

值得注意的是，当函数 𝐽(𝛤 )在Hadamard意义下 [48]形状可微时，形状导数 𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 )
仅依赖于初始速度 𝑉 (0, 𝑋)。关于形状导数的更多理论细节，读者可参考文献 [47-48]。

形状导数为解决形状优化问题提供了重要的理论指导：它给出了使目标函数

下降的几何界面演化方向（如图2.1）。基于形状导数，可以构造梯度型算法来求
解形状优化问题：通过迭代地沿着形状导数的负方向移动边界来逐步减小目标函

数。然而，这种基于显式界面追踪的传统方法存在多个固有缺陷：需要频繁重新
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划分网格，在处理复杂几何形状时容易出现网格畸变，且难以有效处理拓扑变化，

这些问题在三维情况下尤为突出。为了克服这些局限性，现代形状优化方法转向

采用水平集方法或相场方法等隐式界面表示技术。其中，水平集方法由 Osher和
Sethian于 1988年首次提出，其核心思想是用高一维水平集函数的零等值面来隐式
表示待优化几何界面。这种表示方法不仅能自然地处理复杂的几何变化，还为拓

扑优化提供了有效途径。关于水平集方法的详细理论和应用，可参考 Sethian [49]和
Osher [50]的专著，以及他们的开创性工作 [51]。

图 2.1 水平集函数示意图

水平集方法的核心思想是用高维函数 𝜙的零水平集 {𝑥 ∶ 𝜙(𝑥) = 0}来隐式表
示待优化的几何界面。具体地，水平集函数 𝜙通常定义为带符号距离函数：

𝜙(𝑥) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

−𝑑(𝑥, 𝛤 ), 𝑥 ∈ 𝛺−,

0, 𝑥 ∈ 𝛤 ,

𝑑(𝑥, 𝛤 ), 𝑥 ∈ 𝛺+,

（2.20）

其中 𝑑(𝑥, 𝛤 )表示点 𝑥到界面 𝛤 的最短距离，𝛺− 和 𝛺+ 分别表示界面的内部和外

部区域。这种表示方法的一个重要特点是 𝜙定义在整个计算域上，而不仅限于界
面处。在实际计算中，需要对空间进行网格剖分来离散化 𝜙，图2.2展示了一个典
型的离散隐式函数示例。

基于水平集表示，形状优化问题可以转化为水平集函数 𝜙的演化问题。在优化
过程中，为了实现目标函数的最速下降，我们构造演化方向与形状导数 𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 )
相反。具体地，界面的演化可以通过求解如下 Hamilton-Jacobi方程来实现：

𝜙𝑡 + 𝐹 |∇𝜙| = 0, （2.21）

其中 𝜙𝑡表示水平集函数关于时间的偏导数，∇𝜙为其空间梯度，𝐹 = −𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 )为
界面演化速度。这种基于偏微分方程的演化方案不仅能自然地处理复杂的拓扑变
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图 2.2 离散隐式函数的水平集示例

化，还为形状优化提供了系统的数值框架。

本节中介绍的基于曲面水平集表示的形状优化方法是我们在第四章中提出的

求解障碍物反散射问题算法的基础。

2.4 分数阶索伯列夫空间的预备知识与辅助引理

为了后续分析第四章中提出的反散射算法的收敛性，在这一部分，我们给出

几个关于分数阶索伯列夫空间的结果。对于索伯列夫空间更详细的介绍可参见专

著 [52]。

对于 𝑠 ∈ ℝ+，当 𝑠 = 𝑚 + 𝜎，其中 𝑚 ∈ ℕ ∪ {0}且 𝜎 ∈ (0, 1)时，𝐻𝑠(𝛤 )空间的
范数可通过 Sobolev-Slobodeckij半范数定义为 [52]：

‖𝑢‖2
𝐻𝑠(𝛤 ) = ‖𝑢‖2

𝐻𝑚(𝛤 ) + ∑
|𝛼|=𝑚 ∫𝛤 ∫𝛤

|𝐷𝛼𝑢(𝑥) − 𝐷𝛼𝑢(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|2+2𝜎 d𝑠(𝑥)d𝑠(𝑦). （2.22）

引理 2.1： 设 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻𝑠(𝛤 ) ∩ 𝐶⌊𝑠⌋(𝛤 )，其中 𝑠 > 0且 𝑠 ∈ ℝ\ℕ，则存在常数 𝐶 > 0
使得：

‖𝑓𝑔‖𝐻𝑠(𝛤 ) ⩽ 𝐶(‖𝑓‖𝐶⌊𝑠⌋(𝛤 )‖𝑔‖𝐻𝑠(𝛤 ) + ‖𝑔‖𝐶⌊𝑠⌋(𝛤 )‖𝑓‖𝐻𝑠(𝛤 ) + ‖𝑔‖𝐶⌊𝑠⌋(𝛤 )‖𝑓‖𝐶⌊𝑠⌋(𝛤 )).
（2.23）

证明 如果 0 < 𝑠 < 1，根据定义，

‖𝑓𝑔‖2
𝐻𝑠(𝛤 ) = ‖𝑓𝑔‖2

𝐿2(𝛤 ) + ∫𝛤 ∫𝛤

|𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑦)𝑔(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|2+2𝑠 d𝑠(𝑥)d𝑠(𝑦). （2.24）

记 I 为等式右边的第二项（𝐻𝑠(𝛤 ) 半范数）。那么等式 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑦)𝑔(𝑦) =
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𝑓(𝑥)(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)) + (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))𝑔(𝑦)和三角不等式给出：

I ⩽𝐶‖𝑓‖2
𝐶(𝛤 ) ∫𝛤 ∫𝛤

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|(2+2𝑠) d𝑠(𝑥)d𝑠(𝑦)

+ 𝐶‖𝑔‖2
𝐶(𝛤 ) ∫𝛤 ∫𝛤

|𝑓 (𝑥) − 𝑓(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|(2+2𝑠) d𝑠(𝑥)d𝑠(𝑦)

=𝐶‖𝑓‖2
𝐶(𝛤 )(‖𝑔‖2

𝐻𝑠(𝛤 ) − ‖𝑔‖2
𝐿2(𝛤 ))

+ 𝐶‖𝑔‖2
𝐶(𝛤 )(‖𝑓‖2

𝐻𝑠(𝛤 ) − ‖𝑓‖2
𝐿2(𝛤 )).

（2.25）

这就推出了当 𝑠 ∈ (0, 1)时所需的断言。当 1 < 𝑠 < 2时，令 𝑡 = 𝑠−1。那么 𝑠 ∈ (0, 1)
的不等式可以推出：

‖𝑓𝑔‖𝐻𝑠(𝛤 ) ⩽𝐶(‖𝑓𝑔‖𝐻1(𝛤 ) + ∑
|𝛼|=1

‖𝑔𝐷𝛼𝑓‖𝐻 𝑡(𝛤 ) + ∑
|𝛼|=1

‖𝑓𝐷𝛼𝑔‖𝐻 𝑡(𝛤 ))

⩽𝐶(‖𝑓𝑔‖𝐻1(𝛤 ) + ‖𝑔‖𝐶1(𝛤 ) ∑
|𝛼|=1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐻 𝑡(𝛤 )

+ ‖𝑔‖𝐻 𝑡(𝛤 ) ∑
|𝛼|=1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐶1(𝛤 ) + ‖𝑔‖𝐶1(𝛤 ) ∑
|𝛼|=1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐶1(𝛤 )

+ ‖𝑓‖𝐻 𝑡(𝛤 ) ∑
|𝛼|=1

‖𝐷𝛼𝑔‖𝐶1(𝛤 ) + ‖𝑓‖𝐶1(𝛤 ) ∑
|𝛼|=1

‖𝐷𝛼𝑔‖𝐻 𝑡(𝛤 )

+ ‖𝐷𝛼𝑔‖𝐶1(𝛤 ) ∑
|𝛼|=1

‖𝑓‖𝐶1(𝛤 ))

⩽𝐶(‖𝑓‖𝐶1(𝛤 )‖𝑔‖𝐶1(𝛤 ) + ‖𝑓‖𝐻𝑠(𝛤 )‖𝑔‖𝐶1(𝛤 ) + ‖𝑓‖𝐶1(𝛤 )‖𝑔‖𝐻𝑠(𝛤 )).

（2.26）

对于 𝑠 > 2的情况可以类似地证明。 ∎
引理 2.2： 若 𝑠 = 𝑚 + 𝜎，其中 𝑠 ∈ ℝ+，𝑚 ∈ ℕ ∪ {0}，0 < 𝜎 < 1，且 𝑢 ∈ 𝐶𝑚+1(𝛤 )，
则存在常数 𝐶 > 0使得：

‖𝑢‖𝐻𝑠(𝛤 ) ⩽ 𝐶‖𝑢‖𝐻𝑚+1(𝛤 ) 以及 ‖𝑢‖𝐻𝑚+1(𝛤 ) ⩽ 𝐶‖𝑢‖𝐶𝑚+1(𝛤 ). （2.27）

证明 由分数阶索伯列夫空间的定义，根据 [53]Proposition 2.2，有如下不等式：

‖𝑢‖2
𝐻𝑠(𝛤 ) =‖𝑢‖2

𝐻𝑚(𝛤 ) + ∑
|𝛼|=𝑚

‖𝐷𝛼𝑢‖2
𝐻𝜎(𝛤 ) − ∑

|𝛼|=𝑚
‖𝐷𝛼𝑢‖2

𝐿2(𝛤 )

⩽‖𝑢‖2
𝐻𝑚(𝛤 ) + 𝐶 ∑

|𝛼|=𝑚
‖𝐷𝛼𝑢‖2

𝐻1(𝛤 ) − ∑
|𝛼|=𝑚

‖𝐷𝛼𝑢‖2
𝐿2(𝛤 )

⩽𝐶‖𝑢‖2
𝐻𝑚+1(𝛤 ).

（2.28）

此外，

‖𝑢‖2
𝐻𝑚+1(𝛤 ) =𝐶 ∑

|𝛼|⩽𝑚+1
‖𝐷𝛼𝑢‖2

𝐿2(𝛤 ) ⩽ 𝐶‖𝑢‖2
𝐶𝑚+1(𝛤 ). （2.29）

这就完成了引理的证明。 ∎
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第 3章 基于 ADMM的薄掩模反演光刻算法

随着集成电路特征尺寸的不断缩小，光刻失真问题日益严重，这对掩模优化

技术提出了更高的要求。交替方向乘子法（ADMM）作为一种高效的优化算法框
架，在处理大规模优化问题中表现出优异的性能。本章将详细介绍如何将 ADMM
方法应用于反演光刻问题的求解。

首先，我们将对问题的适定性进行分析，证明在合适的正则化条件下解的存

在性和稳定性。其次，通过引入辅助变量和适当的变量分离技巧，我们将目标函

数重写为适合使用 ADMM求解的形式。在此基础上，我们详细讨论算法的实现步
骤，特别关注子问题的高效求解策略。通过建立目标函数梯度的 Lipschitz连续性，
我们给出了算法收敛性的完整证明。最后，通过系统的数值实验，验证了所提出

的 ADMM方法在处理不同类型光刻图案时的有效性和鲁棒性。

3.1 适定性分析

由于掩模图案𝑈(𝑥)取值于 {0, 1}，其中 𝑥 ∈ 𝛺，𝛺表示掩模平面上的设计区域，
问题（1.24）是一个非线性整数规划问题，该问题是NP-困难的。此外，𝐾0是一个非

凸集，这也增加了求解难度。为了解决这一问题，通常用 0 ⩽ 𝑈(𝑥) ⩽ 1松弛二元约束
𝑈(𝑥) = {0, 1}。假设掩模是 BV空间中的图案，令𝐾 = {𝑈 ∈ 𝐵𝑉 (𝛺)|0 ⩽ 𝑈(𝑥) ⩽ 1}，
我们选取 𝐿2范数度量光刻像与目标掩模之间的误差，那么 ILT转化为如下的优化
问题：

min
𝑈∈𝐾

‖𝐼(𝑈) − 𝐼‖𝐿2(𝛺), （3.1）

在过去的几年里，一些创新性地想法被引入到反演光刻技术中，并显著提高

了重建掩模的质量。基本上所有方法都基于构建一个目标函数，该目标函数包含

一个误差项和一些正则化项，其中正则化项用于处理反问题的不适定性。目标函

数可以表示为：

𝐸(𝑈) = ‖𝐼(𝑈) − 𝐼‖2
𝐿2(𝛺) + 𝛼𝑅(𝑈), （3.2）

其中 𝛼是正则化参数，𝑅(𝑈)表示正则化项。本章采取第二章中介绍的全变差正则
化，并添加惩罚项 ‖𝑈(1 − 𝑈)‖1 来促使优化结果二值化（即 0或 1），那么 ILT问
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题转化为如下的约束优化问题：

min
𝑈

‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈|2) − 𝐼‖2
𝐿2(𝛺) + 𝛽1‖𝑈‖𝑇 𝑉 + 𝛽2‖𝑈(1 − 𝑈)‖𝐿1(𝛺)

𝑠.𝑡. 𝑈(𝑥) ∈ 𝐾.
（3.3）

为了分析优化问题（3.3）解的适定性，我们定义如下的目标函数：

𝐸(𝑈; 𝐻) = ‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈|2) − 𝐼‖2
𝐿2(𝛺) + 𝛽1‖𝑈‖𝑇 𝑉 + 𝛽2‖𝑈(1 − 𝑈)‖𝐿1(𝛺). （3.4）

下面给出优化问题（3.3）解的存在性：
定理 3.1： 假设 𝐼 ∈ 𝐿∞(𝛺), 𝐻 ∈ 𝐿2(𝛺)。那么对于固定参数 𝛽1, 𝛽2，𝐾 中存在目
标函数 𝐸 的全局最小值。
证明 由于

𝐸(0; 𝐻) = ‖𝐼‖2
𝐿2(𝛺) ⩽ ‖𝐼‖𝐿∞(𝛺) ∗ ‖1‖2

𝐿2(𝛺) < +∞, （3.5）

最小值 inf𝑈∈𝐾 𝐸(𝑈; 𝐻)是有限的。假设 𝐸(𝑈𝑛; 𝐻) → inf𝑈∈𝐾 𝐸(𝑈; 𝐻)，我们可以得
出结论：{𝑈𝑛}在 𝐵𝑉 (𝛺)中是一致有界的。由于 𝐵𝑉 (𝛺)紧嵌入到 𝐿1(𝛺)中，因此
存在一个子序列（也表示为 {𝑈𝑛}）和函数 𝑈 ∗ ∈ 𝐿1(𝛺)，使得：

𝑈𝑛 → 𝑈 ∗ 在 𝐿1(𝛺) 中强收敛。 （3.6）

根据文献 [52] 中的推论 2.17可知，有一个子序列（也用 {𝑈𝑛}表示），使得

𝑈𝑛 → 𝑈 ∗ 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝛺. （3.7）

那么

𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈𝑛|2) − 𝐼 → 𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈 ∗|2) − 𝐼 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝛺.

𝑈𝑛(1 − 𝑈𝑛) → 𝑈 ∗(1 − 𝑈 ∗) 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝛺.
（3.8）

根据法图引理，我们有

‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈 ∗|2) − 𝐼‖2
𝐿2(𝛺) + 𝛽2‖𝑈 ∗(1 − 𝑈 ∗)‖𝐿1(𝛺)

⩽ lim inf
𝑛→∞

‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈𝑛|2) − 𝐼‖2
𝐿2(𝛺) + 𝛽2‖𝑈𝑛(1 − 𝑈𝑛)‖𝐿1(𝛺).

（3.9）

根据（3.6），可以推出 [54]：

∫𝛺
|𝐷𝑈 ∗|𝑑𝑥 ⩽ lim inf

𝑛 ∫𝛺
|𝐷𝑈𝑛|𝑑𝑥. （3.10）

通过（3.9）和（3.10），得到

𝐸(𝑈 ∗; 𝐻) ⩽ lim inf
𝑛

𝐸(𝑈𝑛, 𝐻). （3.11）

因此 𝑈 ∗是 𝐸(𝑈; 𝐻)的全局最小化点。 ∎
根据定理 3.1，对于每个𝐻，𝐸(𝑈; 𝐻)存在全局最小点 𝑈，下面的结果显示了
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𝑈 关于𝐻 的稳定性：
定理 3.2： 假设 𝐼 ∈ 𝐿∞(𝛺)。当 𝑛 → ∞时在 𝐿2(𝛺)中𝐻𝑛 → 𝐻，𝑈𝑛 是 𝐸(𝑈; 𝐻𝑛)
的全局最小点。那么 {𝑈𝑛}中存在一个子序列，它在 𝐿1(𝛺)中强收敛到 𝐸(𝑈, 𝐻)的
全局最小值点。

证明 直接计算可以得到：

|𝐻 ∗ 𝑈|2(𝑥)−|𝐻𝑛 ∗ 𝑈|2(𝑥)

= ∫𝛺
(𝐻(𝑦) − 𝐻𝑛(𝑦))𝑈(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 ⋅ ∫𝛺

𝐻̄(𝑦)𝑈(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

+ ∫𝛺
𝐻𝑛(𝑦)𝑈(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 ⋅ ∫𝛺

(𝐻̄(𝑦) − ̄𝐻𝑛(𝑦))𝑈(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦.

（3.12）

由于在𝐿2(𝛺)中𝐻𝑛 → 𝐻，因而存在常量𝐶，使得：‖𝐻𝑛‖𝐿2(𝛺) ⩽ 𝐶, ‖𝐻𝑛−𝐻‖𝐿2(𝛺) ⩽
𝐶。注意到 0 ⩽ 𝑈 ⩽ 1，可以推出：

||𝐻 ∗ 𝑈|2(𝑥) − |𝐻𝑛 ∗ 𝑈|2(𝑥)| ⩽ 𝐶‖𝐻 − 𝐻𝑛‖𝐿2(𝛺), ∀𝑥 ∈ 𝛺. （3.13）

根据 𝐸(𝑈, 𝐻)的定义，得出：

|𝐸(𝑈; 𝐻) − 𝐸(𝑈; 𝐻𝑛)| = ∫𝛺
|𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈|2) − 𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻𝑛 ∗ 𝑈|2)|

⩽ 𝐶‖𝐻 − 𝐻𝑛‖𝐿2(𝛺).
（3.14）

最后一个不等式由函数 𝑆𝑖𝑔𝑎的 Lipschitz连续性和不等式（3.13）得出。因此对于
任意 𝑈 ∈ 𝐾：

lim
𝑛→∞

𝐸(𝑈; 𝐻𝑛) = 𝐸(𝑈; 𝐻). （3.15）

因而 𝐸(𝑈; 𝐻𝑛)是有界的。仍然根据 𝐸(𝑈, 𝐻)的定义，以及 𝑈𝑛是 𝐸(𝑈; 𝐻𝑛)的全局
最小化点，可以导出：

‖𝑈𝑛‖𝑇 𝑉 ⩽ 𝐸(𝑈𝑛, 𝐻𝑛) ⩽ 𝐸(𝑈, 𝐻𝑛), （3.16）

并且 ‖𝑈𝑛‖𝑇 𝑉 是有界的。由于 0 ⩽ 𝑈 ⩽ 1，

‖𝑈𝑛‖𝐿1(𝛺) = ∫𝛺
|𝑈𝑛|𝑑𝑥 ⩽ |𝛺|, （3.17）

我们可以得出结论，{𝑈𝑛}在 𝐵𝑉 (𝛺)中一致有界。由于 𝐵𝑉 (𝛺)紧嵌入到 𝐿1(𝛺)中，
因此存在一个子序列（也由 {𝑈𝑛}表示）和一个函数 𝑈 ∗ ∈ 𝐿1(𝛺)，使得：

𝑈𝑛 → 𝑈 ∗ 在 𝐿1(𝛺) 中强收敛. （3.18）

根据 [52]的推论 2.17，有一个子序列（也用 {𝑈𝑛}表示），满足：

𝑈𝑛 → 𝑈 ∗ 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝛺. （3.19）
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以及 {𝐻𝑛}的子序列（也表示为 {𝐻𝑛}），使得：

𝐻𝑛 → 𝐻 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝛺. （3.20）

那么可以推出：

𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻𝑛 ∗ 𝑈𝑛|2) − 𝐼 → 𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈 ∗|2) − 𝐼 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝛺,

𝑈𝑛(1 − 𝑈𝑛) → 𝑈 ∗(1 − 𝑈 ∗) 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝛺.
（3.21）

根据法图引理可以得出：

‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈 ∗|2) − 𝐼‖2
𝐿2(𝛺) + 𝛽2‖𝑈 ∗(1 − 𝑈 ∗)‖𝐿1(𝛺)

⩽ lim inf
𝑛→∞

‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻𝑛 ∗ 𝑈𝑛|2) − 𝐼‖2
𝐿2(𝛺) + 𝛽2‖𝑈𝑛(1 − 𝑈𝑛)‖𝐿1(𝛺).

（3.22）

由于（3.18），从而：[54]

∫𝛺
|𝐷𝑈 ∗|𝑑𝑥 ⩽ lim inf

𝑛 ∫𝛺
|𝐷𝑈𝑛|𝑑𝑥. （3.23）

通过（3.22）和（3.23），可以得到：

𝐸(𝑈 ∗; 𝐻) ⩽ lim inf
𝑛

𝐸(𝑈𝑛, 𝐻𝑛). （3.24）

根据 𝑈𝑛的定义，得到：

𝐸(𝑈𝑛; 𝐻𝑛) ⩽ 𝐸(𝑈; 𝐻𝑛), ∀𝑈 ∈ 𝐾. （3.25）

因此：

𝐸(𝑈 ∗; 𝐻) ⩽ lim inf
𝑛

𝐸(𝑈𝑛, 𝐻𝑛) ⩽ lim inf
𝑛

𝐸(𝑈, 𝐻𝑛) = 𝐸(𝑈; 𝐻), ∀𝑈 ∈ 𝐾. （3.26）

因此 𝑈 ∗是 𝐸(𝑈; 𝐻)的全局最小值点。 ∎
我们注意到上述结果显示了解关于卷积核𝐻 的稳定性。实际上，正如我们之

前提到的，𝐻 代表光刻系统的点扩散函数，它非常复杂，很多因素都会为𝐻 带来
扰动，因此这一稳定性结果有重要的现实意义。

3.2 反演光刻问题的 ADMM方法

本节基于 ADMM框架提出了一种迭代算法来解决反演光刻问题，然后提出一
种针对带有阈值截断 ADMM问题的高效数值求解算法。
首先，类似 [12]，我们给出如下记号。假设掩模所在区域𝛺为一矩形，我们将

掩模离散为𝑁 × 𝑁 笛卡尔网格，并让掩模在网格点上赋值。在这种情况下，掩模
是逐像素取值的，并且可以由矩阵 𝑈 ∈ 𝑅𝑁×𝑁 表示。为方便起见，我们使用矩阵 𝑈
的向量表示，也表示为 𝑈 ∈ 𝑅𝑁2

。同样，我们使用 𝐼 ∈ 𝑅𝑁2
表示所需的输出模式。

卷积矩阵 𝐻 ∈ 𝑅𝑁2×𝑁2
表示二维点扩散函数的离散形式。令 𝐺𝑥, 𝐺𝑦 ∈ 𝑅𝑁2 × 𝑅𝑁2
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分别为水平和垂直方向的一阶有限差分矩阵。在这里和下文中，我们记

𝒢𝑈 = (𝐺𝑥𝑈, 𝐺𝑦𝑈). （3.27）

通过这些符号，我们定义

‖𝑈‖𝑇 𝑉 = ‖𝒢𝑈‖1 = ‖𝐺𝑥𝑈‖1 + ‖𝐺𝑦𝑈‖1. （3.28）

通过变量分离，问题（3.3）可以转换为

min
𝑈,𝑉

‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝑉 |2) − 𝐼‖2
2 + 𝛽1‖𝒢𝑈‖1 + 𝛽2‖𝑈 ⊙ (1 − 𝑈)‖1

𝑠.𝑡. 0 ⩽ 𝑈 ⩽ 1, 𝑉 = 𝐻𝑈.
（3.29）

这里 ⊙表示矩阵的逐元素乘积。我们使用第二章中介绍的 ADMM方法求解这一
问题。问题 (3.29)的增广拉格朗日函数可以表示为：

𝐿𝑎(𝑈, 𝑉 , 𝑃 ) = ‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝑉 |2) − 𝐼‖2
2 + 𝛽1‖𝒢𝑈‖1 + 𝛽2‖𝑈 ⊙ (1 − 𝑈)‖1

+ < 𝑃 , 𝑉 − 𝐻𝑈 > +𝜌
2‖𝑉 − 𝐻𝑈‖2

2,
（3.30）

其中 𝜌是足够大的惩罚参数。通过给出拉格朗日函数，对于给定的初始 𝑈 0, 𝑉 0, 𝑃 0，

我们可以利用第二章中介绍的 ADMM迭代格式进行求解：

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑈 𝑘+1 = argmin𝑈 𝐿𝑎(𝑈, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘),
𝑉 𝑘+1 = argmin𝑉 𝐿𝑎(𝑈 𝑘+1, 𝑉 , 𝑃 𝑘),
𝑃 𝑘+1 = 𝑃 𝑘 + 𝜌(𝑉 𝑘+1 − 𝐻𝑈 𝑘+1).

（3.31）

下面，我们分别给出每个子问题的求解方法。

3.2.1 U子问题

对于给定的 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘，（3.31）中的 𝑈 更新步骤可以简化为求解如下问题：

𝑈 𝑘+1 = argmin
𝑈

‖𝐻𝑈 − 𝑊 ‖2
2 + 𝛽1‖𝒢𝑈‖1 + 𝛽2‖𝑈 ⊙ (1 − 𝑈)‖1, （3.32）

并带有约束 0 ⩽ 𝑈 ⩽ 1，其中

𝑊 = 𝑉 𝑘 + 1
𝜌𝑃 𝑘. （3.33）

令

𝛷(𝑈) = (𝛽1𝒢𝑈, 𝛽2𝑈 ⊙ (1 − 𝑈)). （3.34）
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我们使用分裂 Bregman迭代方法 [55] 来解决问题（3.32）。也就是说，给定 𝑏0, 𝑑0，

对于 𝑠 = 0, 1, ⋯，我们使用以下迭代过程求解（3.32）：

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑈̂ 𝑠+1 = argmin𝑈 ‖𝐻𝑈 − 𝑊 ‖2
2 + 𝛾

2‖𝑑𝑠 − 𝛷(𝑈) − 𝑏𝑠‖2
2,

𝑑𝑠+1 = argmin𝑑 ‖𝑑‖1 + 𝛾
2‖𝑑 − 𝛷(𝑈̂ 𝑠+1) − 𝑏𝑠‖2

2,
𝑏𝑠+1 = 𝑏𝑠 + 𝛷(𝑈̂ 𝑠+1) − 𝑑𝑠+1.

（3.35）

记

𝐹 (𝑈) = ‖𝐻𝑈 − 𝑊 ‖2
2 + 𝛾

2‖𝑑𝑠 − 𝛷(𝑈) − 𝑏𝑠‖2
2

= ‖𝐻𝑈 − 𝑊 ‖2
2 + 𝛾

2(‖𝑑𝑠
1 − 𝛽1𝒢𝑈 − 𝑏𝑠

1‖2
2 + ‖𝑑𝑠

2 − 𝛽2𝑈 ⊙ (1 − 𝑈) − 𝑏𝑠
2‖2

2).
（3.36）

通过直接计算可以得到，𝐹 (𝑈)的梯度为

∇𝐹 (𝑈) = 2𝑅𝑒{𝐻∗(𝐻𝑈 − 𝑊 )} − 𝛾𝛽1𝒢𝑇 (𝑑𝑠
1 − 𝛽1𝒢𝑈 − 𝑏𝑠

1)

+ 𝛾𝛽2(𝑑𝑠
2 − 𝛽2𝑈 ⊙ (1 − 𝑈) − 𝑏𝑠

2) ⊙ (2𝑈 − 1).
（3.37）

使用梯度下降法求解第一个子问题，其中初值为 𝑈̃ 0 = 𝑈 𝑘，迭代过程为

𝑈̃ 𝑚+1 = 𝑈̃ 𝑚 − 𝜂𝑚∇𝐹 (𝑈̃ 𝑚), 𝑚 = 0, 1, ⋯ , （3.38）

其中系数 𝜂𝑚是通过 Armijo线搜索方法 [56]给出的，关于 Armijo线搜索方法的介绍
参见附录 A。当这一迭代过程在 𝑚 = 𝑀 处达到收敛时，令 𝑈̂ 𝑠+1 = 𝑈̃ 𝑀。为了使掩

模 𝑈 满足 0 ⩽ 𝑈 ⩽ 1，我们将 𝑈̂ 𝑠+1投影到 [0, 1]内：

𝑈̂ 𝑠+1 = min{max{0, 𝑈̂ 𝑠+1}, 1}. （3.39）

最后，我们使用软阈值操作（shrinkage thresholding）[55] 更新 𝑑，即对于 𝑑 的每个
元素，计算

𝑑𝑠+1
𝑗 = shrink(𝛷(𝑈̂ 𝑠+1)𝑗 + 𝑏𝑠

𝑗 , 1/𝛾), 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑁2, （3.40）

其中收缩函数定义为

shrink(𝑥, 𝜆) = 𝑥
|𝑥| max(|𝑥| − 𝜆, 0). （3.41）

当 𝑛等于给定数 𝑆 时，停止 Bregman迭代（3.35），并令

𝑈 𝑘+1 = 𝑈̂ 𝑆+1 （3.42）

为问题（3.32）的解。

3.2.2 V子问题

对于给定的 𝑈 𝑘+1, 𝑃 𝑘，通过简单计算，𝑉 更新步骤等价于以下问题：

𝑉 𝑘+1 = argmin
𝑉

‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝑉 |2) − 𝐼‖2
2 + 𝜌

2‖𝑉 − 𝑊 𝑘‖2
2, （3.43）
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其中

𝑊 𝑘 = 𝐻𝑈 𝑘+1 − 1
𝜌𝑃 𝑘. （3.44）

这里，V子问题可以分解为一系列单变量优化问题：

𝑉 𝑘+1
𝑖 = argmin

𝑉𝑖
(𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝑉𝑖|2) − 𝐼𝑖)2 + 𝜌

2(𝑉𝑖 − 𝑊 𝑘
𝑖 )2. （3.45）

正如我们之前提到的，𝑆𝑖𝑔𝑎 是截断函数的光滑化。为了避免使用非线性迭代方法

求解问题（3.45），我们直接求解以下问题：

𝑉 𝑘+1
𝑖 = argmin

𝑉𝑖
(𝑇 (|𝑉𝑖|2) − 𝐼𝑖)2 + 𝜌

2(𝑉𝑖 − 𝑊 𝑘
𝑖 )2, （3.46）

其中 𝑇 是第一章中函数（1.16）中定义的运算。问题（3.46）有一个闭式解：

𝑉 𝑘+1
𝑖 =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑊 𝑘
𝑖 , |𝑊 𝑘

𝑖 | < √𝑡𝑟 且 𝐼𝑖 = 0,
𝑊 𝑘

𝑖 , |𝑊 𝑘
𝑖 | < √𝑡𝑟 且 𝐼𝑖 = 1 且 𝜌

2 ||𝑊 𝑘
𝑖 | − √𝑡𝑟|2 > 1,

𝑊 𝑘
𝑖 , |𝑊 𝑘

𝑖 | > √𝑡𝑟 且 𝐼𝑖 = 0 且 𝜌
2 ||𝑊 𝑘

𝑖 | − √𝑡𝑟|2 > 1,
𝑊 𝑘

𝑖 , |𝑊 𝑘
𝑖 | > √𝑡𝑟 且 𝐼𝑖 = 1,

√𝑡𝑟 ⋅ 𝑠𝑔𝑛(𝑊 𝑘
𝑖 ), 其他,

（3.47）

其中 tr的定义在第一章的公式（1.18）中.
图 3.1显示了当 𝑊 𝑘

𝑖 = 0.2, 𝜌 = 1, 𝑡𝑟 = 0.3以及 𝐼𝑖 取不同值时（3.46）给出目
标函数的曲线，其中左图对应于 𝐼𝑖 = 1，右图对应于 𝐼𝑖 = 0。可以看到 𝑉 𝑘+1

𝑖 =
√𝑡𝑟𝑠𝑔𝑛(𝑊 𝑘

𝑖 ) = √0.3以及 𝑉 𝑘+1
𝑖 = 𝑊 𝑘

𝑖 分别取到对应于 𝐼𝑖 = 1和 𝐼𝑖 = 0时的最小
值，这证实了公式（3.47）。

图 3.1 函数𝑊 𝑘
𝑖

现在，作为总结，我们给出求解约束优化问题3.29的完整算法 3.1。
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算法 3.1求解反演光刻问题的 ADMM算法
输入：目标图像 𝐼。
初始化： 𝑈 = 𝐼, 𝑉 = 𝐻 ∗ 𝑈, 𝑃 = 1。
while误差 > tol do
计算𝑊 = 𝑉 + 𝑃 /𝜌。
初始化 𝑑 = 𝛷(𝑈), 𝑏 = 0。
while误差 > tol do
通过公式（3.38）更新 U。
将 𝑈 投影到 [0, 1]上: 𝑈 = min{max{0, 𝑈}, 1}。
更新 𝑑 = shrink(𝑏 + 𝛷(𝑈), 1

𝛾 )。
更新 𝑏 = 𝑏 + 𝛷(𝑈) − 𝑑。

end while
通过（3.47）更新 𝑉。
更新拉格朗日乘子 𝑃：𝑃 = 𝑃 + 𝜌(𝑉 − 𝐻𝑈)。

end while
返回：优化掩模 𝑈。

3.3 收敛性分析

下面给出算法3.1的收敛性分析。我们的收敛性分析方法受到文献 [57] 中的全

局收敛结果的启发。为了使证明更加简洁，首先给出一些记号。定义如下函数

ℎ𝑎(𝑉 ) = ‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝑉 |2) − 𝐼‖2
2, （3.48）

及其关于变量 𝑉 的导数：

∇ℎ𝑎(𝑉 ) = 2𝑎𝑉 ⊙ (𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝑉 |2) − 𝐼) ⊙ (1 − 𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝑉 |2)) ⊙ 𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝑉 |2). （3.49）

∇ℎ𝑎(𝑉 ) 与 𝑉 是具有相同的大小向量。根据 ℎ𝑎(𝑉 ) 的定义，∇ℎ𝑎(𝑉 ) 的每个元素
都是一个单值函数，那么 ℎ𝑎(𝑉 ) 的 Hessian 是一个对角矩阵。图3.2绘制了当 𝑎 =
20, 𝑡𝑟 = 0.3时 ∇ℎ𝑎(𝑉 )的第 𝑖个元素以及 Hessian矩阵相应的对角元，其中左图对
应于 𝐼𝑖 = 0，右图对应于 𝐼𝑖 = 1。容易知道∇ℎ𝑎(𝑉 )对于任意给定的 𝑎都是 Lipschitz
连续的，假设 Lipschitz常数为 𝑙ℎ。定义函数：

𝑓(𝑈) = 𝛽1‖𝒢𝑈‖1 + 𝛽2‖𝑈 ⊙ (1 − 𝑈)‖1. （3.50）

此时，拉格朗日函数可以重写为

𝐿𝑎(𝑈, 𝑉 , 𝑃 ) = 𝑓(𝑈) + ℎ𝑎(𝑉 )+ < 𝑃 , 𝑉 − 𝐻𝑈 > +𝜌
2‖𝑉 − 𝐻𝑈‖2

2. （3.51）

为方便起见，下文中省略下标 𝑎。那么 ADMM迭代格式可以重写为：

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑈 𝑘+1 = argmin𝑈 𝐿(𝑈, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘),
𝑉 𝑘+1 = argmin𝑉 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 , 𝑃 𝑘),
𝑃 𝑘+1 = 𝑃 𝑘 + 𝜌(𝑉 𝑘+1 − 𝐻𝑈 𝑘+1).

（3.52）
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图 3.2 函数 ∇ℎ𝑎(𝑉 )与 ℎ𝑎(𝑉 )的 Hessian

现在我们陈述并证明关于收敛性的主要定理：

定理 3.3： 假设参数满足 𝜌
2 − 𝑙ℎ

𝜌 − 𝑙ℎ > 0，序列 (𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘)是由（3.52）生成的，
那么存在一个子序列收敛到 𝐿(𝑈, 𝑉 , 𝑃 )的驻点。
首先给出拉格朗日函数的递减性质：

引理 3.1： 如果 𝜌
2 − 𝑙ℎ

𝜌 − 𝑙ℎ > 0，其中 𝑙ℎ是 ∇ℎ的 Lipschitz常数，那么存在一个常
数 𝐶 = 𝐶(𝜌, 𝑙ℎ) > 0，使得对于足够大的 𝑘，有

𝐿(𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘) − 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1, 𝑃 𝑘+1) ⩾ 𝐶‖𝑉 𝑘+1 − 𝑉 𝑘‖2
2. （3.53）

证明 由于 𝑉 𝑘满足最优性条件，可以得到：

∇ℎ(𝑉 𝑘) + 𝑃 𝑘−1 + 𝜌(𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘) = 0, （3.54）

并且：

𝑃 𝑘 = 𝑃 𝑘−1 + 𝜌(𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘). （3.55）

从而有：

𝑃 𝑘 = −∇ℎ(𝑉 𝑘). （3.56）

根据函数 ∇ℎ的 Lipschitz连续性：

‖𝑃 𝑘+1 − 𝑃 𝑘‖2 = ‖∇ℎ(𝑉 𝑘) − ∇ℎ(𝑉 𝑘+1)‖2 ⩽ 𝑙ℎ‖𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1‖2. （3.57）

由 𝑈 𝑘+1的定义，可以得到：

𝐿(𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘) − 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘) ⩾ 0, （3.58）
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考虑函数值的差：

𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘) − 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1, 𝑃 𝑘+1)

=ℎ(𝑉 𝑘) − ℎ(𝑉 𝑘+1) − ⟨𝑃 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1 − 𝐻𝑈 𝑘+1⟩ + ⟨𝑃 𝑘, 𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘+1⟩

+ 𝜌
2‖𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘+1‖2

2 − 𝜌
2‖𝑉 𝑘+1 − 𝐻𝑈 𝑘+1‖2

2,

（3.59）

应用向量范数恒等式 ‖𝑎 − 𝑐‖2 − ‖𝑏 − 𝑐‖2 = ‖𝑎 − 𝑏‖2 + 2⟨𝑎 − 𝑏, 𝑏 − 𝑐⟩，得到：

𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘) − 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1, 𝑃 𝑘+1)

=ℎ(𝑉 𝑘) − ℎ(𝑉 𝑘+1) + ⟨𝑃 𝑘+1, 𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1⟩ + 𝜌
2‖𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1‖2

2

+ ⟨𝑃 𝑘 − 𝑃 𝑘+1, 𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1⟩ + ⟨𝑃 𝑘 − 𝑃 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1 − 𝐻𝑈 𝑘+1⟩

+ 𝜌⟨𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1 − 𝐻𝑈 𝑘+1⟩.

（3.60）

结合（3.55）和（3.56），并根据 ∇ℎ(𝑉 )的 Lipschitz连续性，可以得到：

𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘) − 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1, 𝑃 𝑘+1)

= ℎ(𝑉 𝑘) − ℎ(𝑉 𝑘+1)− < ∇ℎ(𝑉 𝑘+1), 𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1 >

+ 𝜌
2‖𝑉 𝑘+1 − 𝑉 𝑘‖2

2 − 1
𝜌‖𝑃 𝑘+1 − 𝑃 𝑘‖2

2

⩾ −𝑙ℎ(‖𝑉 𝑘+1 − 𝑉 𝑘‖2
2) + 𝜌

2‖𝑉 𝑘+1 − 𝑉 𝑘‖2
2 − 𝑙ℎ

𝜌 ‖𝑉 𝑘+1 − 𝑉 𝑘‖2
2

⩾ (𝜌
2 − 𝑙ℎ

𝜌 − 𝑙ℎ)‖𝑉 𝑘+1 − 𝑉 𝑘‖2
2.

（3.61）

最后，借助（3.58）和上述不等式（3.61），得到（3.53）。 ∎
下面的引理表明拉格朗日函数有下界并且序列 (𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑉 𝑘)有界：

引理 3.2：在与引理 3.1相同的条件下，𝐿(𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘)是有下界的，并且 (𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘)
是有界的。

证明 由于 𝜌 > 2𝑙ℎ，根据 𝐿𝑎(𝑈, 𝑉 , 𝑃 )的定义，可以得到：

𝐿(𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘) = 𝑓(𝑈 𝑘) + ℎ(𝑉 𝑘)+ < 𝑃 𝑘, 𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘 > +𝜌
2‖𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘‖2

2

= 𝑓(𝑈 𝑘) + ℎ(𝑉 𝑘)− < ∇ℎ(𝑉 𝑘), 𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘 > +𝜌
2‖𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘‖2

2

⩾ 𝑓(𝑈 𝑘) + ℎ(𝐻𝑈 𝑘) + (𝜌
2 − 𝑙ℎ)‖𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘‖2

2

⩾ 𝑙ℎ
𝜌 ‖𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘‖2

2 ⩾ 0.

（3.62）

引理 3.1表明 𝐿(𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘)是有上界的，那么 ‖𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘‖是有界的。由于 0 ⩽
𝑈 𝑘 ⩽ 1，那么𝐻𝑈 𝑘是有界的，从而 𝑉 𝑘是有界的，𝑃 𝑘 = −∇ℎ(𝑉 𝑘)也是有界的。 ∎
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引理 3.3： 序列 𝐿(𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘)收敛并且

lim
𝑘→∞

‖𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1‖2 → 0, lim
𝑘→∞

‖𝑃 𝑘 − 𝑃 𝑘+1‖2 → 0. （3.63）

证明 基于引理 3.1和引理 3.2，我们知道序列 {𝐿(𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘)}是收敛的，根据引
理 3.1，我们有 ‖𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1‖2 → 0, 𝑘 → 0。根据 𝑃 𝑘 = −∇ℎ(𝑉 𝑘)，可以得到：

𝑃 𝑘 − 𝑃 𝑘+1 = −∇ℎ(𝑉 𝑘) + ∇ℎ(𝑉 𝑘+1). （3.64）

因为 ∇ℎ(𝑉 )是 Lipschitz连续的，从而：

lim
𝑘→∞

‖𝑃 𝑘 − 𝑃 𝑘+1‖2 → 0. （3.65）

∎
现在给出两个收敛性结果：

引理 3.4： 对于任何 𝑘，都存在一个 ̄𝑑𝑘 ∈ ∂𝑈 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1, 𝑃 𝑘+1)使得：

lim
𝑘→∞

‖ ̄𝑑𝑘‖2 → 0. （3.66）

证明 根据（3.51），可以得到：

∂𝑈 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1, 𝑃 𝑘+1) = ∂𝑓(𝑈 𝑘+1) − 𝐻𝑇 𝑃 𝑘+1 − 𝜌𝐻𝑇 (𝑉 𝑘+1 − 𝐻𝑈 𝑘+1). （3.67）

令

𝛹(𝑈) = ℎ(𝑉 𝑘)+ < 𝑃 𝑘, 𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 > +𝜌
2‖𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈‖2

2. （3.68）

根据 𝑈 𝑘+1的最优性条件和文献 [58]的 3.1.7节，可以得到：

𝑑𝑘 = −∇𝑈 𝛹(𝑈 𝑘+1) = 𝐻𝑇 𝑃 𝑘 + 𝜌𝐻𝑇 (𝑉 𝑘 − 𝐻𝑈 𝑘+1) ∈ ∂𝑓(𝑈 𝑘+1). （3.69）

那么

̄𝑑𝑘 = 𝑑𝑘 − 𝐻𝑇 𝑃 𝑘+1 − 𝜌𝐻𝑇 (𝑉 𝑘+1 − 𝐻𝑈 𝑘+1)

= 𝐻𝑇 (𝑃 𝑘 − 𝑃 𝑘+1) + 𝜌𝐻𝑇 (𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1) ∈ ∂𝑈 𝐿(𝑈 𝑘+1, 𝑉 𝑘+1, 𝑃 𝑘+1).
（3.70）

根据引理（3.1）和（3.2），可以得到：

‖ ̄𝑑𝑘‖2 ⩽ 𝐶′(‖𝑃 𝑘 − 𝑃 𝑘+1‖2 + ‖𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1‖2) ⩽ 𝐶‖𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑘+1‖2 → 0. （3.71）

∎
引理 3.5： 如果 (𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) 是子序列 (𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠) 的极限点，那么
𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) = lim𝑠→∞ 𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠)。
证明 首 先 注 意 到 {𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠)} 是 单 调 非 增 的， 这 意 味 着 序 列

{𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠)}收敛,由于 𝐿是下半连续的 (l.s.c.)，我们有：

lim
𝑠→∞

𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠) ⩾ 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗). （3.72）
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因为 𝐿中唯一可能不连续的项是 𝑓(𝑈)，所以有：

lim
𝑠→∞

𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠) − 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) ⩽ lim sup
𝑠→∞

𝑓(𝑈 𝑘𝑠) − 𝑓(𝑈 ∗). （3.73）

但因为 𝑈 𝑘𝑠 是子问题的最优解：

min
𝑈

𝐿(𝑈, 𝑉 𝑘𝑠−1, 𝑃 𝑘𝑠−1), （3.74）

因此 𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠−1, 𝑃 𝑘𝑠−1) ⩽ 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 𝑘𝑠−1, 𝑃 𝑘𝑠−1)。由于 𝐿(𝑈, 𝑉 , 𝑃 )中唯一不连续的
部分是 𝑓(𝑈)，所以有：

lim sup
𝑠→∞

𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠−1, 𝑃 𝑘𝑠−1) − 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 𝑘𝑠−1, 𝑃 𝑘𝑠−1) = lim sup
𝑠→∞

𝑓(𝑈 𝑘𝑠) − 𝑓(𝑈 ∗).
（3.75）

因此 lim sup𝑠→∞ 𝑓(𝑈 𝑘𝑠) − 𝑓(𝑈 ∗) ⩽ 0。根据（3.72）和（3.73），可以得到：

lim
𝑠→∞

𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠) − 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) = 0. （3.76）

∎
现在，可以给出定理 3.3的证明：

定理 3.3的证明 由引理 3.2可知，序列 (𝑈 𝑘, 𝑉 𝑘, 𝑃 𝑘)是有界的，因此存在收敛子序列
(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠)和极限点 (𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗)，使得 (𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠) → (𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗), 𝑠 → +∞。
根据引理 3.1和 3.2，𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠)是单调非增且有下界的，因此 ‖𝑉 𝑘𝑠 −𝑉 𝑘𝑠+1‖ →
0, 𝑠 → +∞。根据引理 3.4，存在 ̄𝑑𝑠 ∈ ∂𝑈 𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠)使得 ‖ ̄𝑑𝑠‖ → 0。基于引理
3.5，有 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) = 𝑙𝑖𝑚𝑠→∞𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠)。根据次梯度的定义，有如下不等
式:

𝐿(𝑈, 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠) − 𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠)− < ̄𝑑𝑠, 𝑈 − 𝑈 𝑘𝑠 >⩾ 0, ∀𝑈. （3.77）

因为 𝐿(𝑈, 𝑉 , 𝑃 )相对于 𝑉 和 𝑃 是连续的，对 𝑠取极限可以得到：

𝐿(𝑈, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) − 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) ⩾ 0, ∀𝑈. （3.78）

因此，0 ∈ ∂𝑈 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗)。根据 𝑉 𝑘𝑠 的最优性，可以得到：

0 = ∂𝑉 𝐿(𝑈 𝑘𝑠 , 𝑉 𝑘𝑠 , 𝑃 𝑘𝑠−1) = ∇ℎ(𝑉 𝑘𝑠) + 𝑃 𝑘𝑠−1 + 𝜌(𝑉 𝑘𝑠 − 𝐻𝑈 𝑘𝑠). （3.79）

显然，∂𝑉 𝐿(𝑈, 𝑉 , 𝑃 )相对于 𝑈, 𝑉 , 𝑃 是连续的，那么根据引理 3.3，可以得出：

∂𝑉 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) = ∇ℎ(𝑉 ∗) + 𝑃 ∗ + 𝜌(𝑉 ∗ − 𝐻𝑈 ∗)

= lim
𝑘→∞

∇ℎ(𝑉 𝑘𝑠) + 𝑃 𝑘𝑠−1 + 𝜌(𝑉 𝑘𝑠 − 𝐻𝑈 𝑘𝑠) = 0.
（3.80）

仍由 𝑉 𝑘𝑠 的最优性：

𝜌(𝑉 𝑘𝑠 − 𝐻𝑈 𝑘𝑠) = −∇ℎ(𝑉 𝑘𝑠) − 𝑃 𝑘𝑠−1 = ∇ℎ(𝑉 𝑘𝑠−1) − ∇ℎ(𝑉 𝑘𝑠), （3.81）
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那么可以得到：

∂𝑃 𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗) = 𝑉 ∗ − 𝐻𝑈 ∗ = lim
𝑠→∞

𝑉 𝑘𝑠 − 𝐻𝑈 𝑘𝑠 = 0. （3.82）

这里我们使用了 ∇ℎ的 Lipschitz连续性和引理 3.3。因此 0 ∈ ∂𝐿(𝑈 ∗, 𝑉 ∗, 𝑃 ∗)。 ∎

3.4 数值实验

本节提供了一系列数值实验，旨在测试所提算法的性能表现及收敛特性。所有

数值实验的参数选择如下：波长 𝜆 = 193nm，数值孔径𝑁𝐴 = 0.85，像素大小为 5
nm，离散点扩散函数𝐻的大小为 100×100。截断函数（1.16）中选取 𝑡𝑟 = 0.3。本文
所有数值实验均在配置为 Intel(R) Core(TM) i7-10510U CPU @ 1.80GHz-2.30GHz，
16GB RAM的笔记本电脑上采用Matlab软件完成。
为了衡量光刻像与目标像之间的误差，定义边缘放置误差：

𝐸𝑃 𝐸 = |𝐼(𝑈) − 𝐼|. （3.83）

EPE衡量图像边缘的误差，是评价反演精确性的重要参数。定义误差：

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = ‖𝐸𝑃 𝐸‖2 （3.84）

衡量输出图像与目标图像之间的距离，这里 ‖ ⋅ ‖2表示向量化图像的 𝑙2范数。我们

分别给出了在最佳离焦 𝐷 = 0nm和离焦 𝐷 = 50nm时的数值算例，其中离焦 𝐷由
（1.11）定义。

3.4.1 参数选取策略

本节讨论增广拉格朗日函数（3.30）中参数 𝜌, 𝛽1, 𝛽2 以及迭代格式（3.35）中
参数 𝛾 的选取策略。图3.3展示了本例中的目标图像，图像的大小为 144 × 144，蓝
色部分值为 0，黄色部分值为 1。

图 3.3 目标模式

图3.4显示了当选取不同 𝜌 时优化过程中误差函数的下降情况，其中 𝛾 =
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50, 𝛽1 = 0.005, 𝛽2 = 0.01。可以看到，随着 𝜌 的增加，误差下降更加一致，更加
平缓，𝜌 = 10 是一个合适的选择。图3.5给出了不同 𝛾 下的误差下降情况，其中
𝜌 = 10, 𝛽1 = 0.005, 𝛽2 = 0.01，可以看到 𝛾 = 30 是一个合适的选择。下面，固定
𝜌 = 10 和 𝛾 = 30。图3.6显示了选取不同 𝛽1 时的修正掩模，从左到右分别对应

𝛽1 = 0.005, 0.01, 0.015。图3.7显示了选取不同 𝛽2 时的优化图像。这些数值示例启

发我们选取 𝛽1 = 0.01, 𝛽2 = 0.015。我们指出，这些选择是相当启发式的，因为很
难找到最佳的参数。

图 3.4 参数 𝜌的影响

图 3.5 𝛾 的启发式选择

3.4.2 数值算例

本节通过三个具有代表性的数值算例来验证所提出算法的有效性。这些算例

依照复杂度递增的顺序排列：算例 1为规则的矩形排列结构，算例 2为长条形结
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图 3.6 𝛽1 的启发式选取

图 3.7 𝛽2 的影响

构，算例 3为接近实际芯片设计的复杂混合结构。对于每个算例，我们展示了对
焦条件（𝐷 = 0 nm）和离焦条件（𝐷 = 50 nm）下的优化结果，以评估算法的性能
和稳健性。特别地，针对算例 1，我们还进行了对比实验，分析了全变差正则项的
作用以及与次梯度方法的性能比较，以全面验证所提 ADMM算法的优势。

3.4.3 矩形排列结构的优化结果与对比实验

图3.8展示了由 10 个矩形组成的目标图案及其反演优化结果。图3.8(a) 显示
了目标图案，图3.8(b) 展示了以目标模式直接作为光刻系统输入时的输出模式，
图3.8(c) 是相应的边缘放置误差。可以明显看出，直接使用目标图案作为掩模会
导致严重的成像失真，尤其是正方形的边缘和角点区域。图3.8(d) 显示了我们提
出的算法在对焦情况（𝐷 = 0 nm）下生成的优化掩模，其特征是在正方形角点和
边缘处生成了复杂的辅助结构。图3.8(e)展示了使用该优化掩模得到的输出图案，
图3.8(f)是相应的边缘放置误差。可以看出，优化后的成像结果与目标图案高度吻
合，边缘误差显著减小。图3.8(g)-(l)展示了离焦条件（𝐷 = 50 nm）下的相应结果，
尽管离焦引入了额外的相位变化，但算法仍能生成有效的优化掩模，并产生满意
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的成像结果。特别值得注意的是，优化掩模中出现的辅助特征在形状和分布上表

现出规律性，这些特征虽然不直接对应目标图案，但通过光学干涉效应，有效补

偿了衍射效应和离焦导致的失真。图3.9给出了该算例的误差下降曲线，从中可以
观察到对焦情况（蓝色实线）和离焦情况（红色虚线）下误差均呈现先快速下降

后趋于平稳的特性。在迭代初期（约 50次迭代内），对焦情况下的优化速度更快，
而离焦情况下的误差曲线则表现出一定的波动性，这反映了离焦条件增加了优化

问题的复杂度。然而，在约 200次迭代后，两种情况下的误差均趋于稳定，最终达
到相近的误差水平，证明了所提算法对于光学参数变化的适应性和鲁棒性。

图 3.8 正方形掩模结构反演结果

为了验证全变差 (TV) 正则项的重要作用，图3.10展示了不添加 TV 正则项
（𝛽1 = 0）的优化结果。对比图3.8(d)和图3.10(d)可见显著差异：加入 TV约束的优
化掩模特征分布规律，边缘平滑，辅助特征主要集中在正方形四周和角点；而无

TV约束的优化掩模则边缘锯齿状，出现大量细碎、孤立的结构和噪点，尤其在正
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图 3.9 正方形掩模误差下降曲线

方形之间的区域，这些随机分布的小结构缺乏明显物理意义。虽然两种掩模在理

想条件下都能产生近似目标的成像结果，但无 TV约束掩模的复杂结构带来三个
问题：制造难度增加，细小结构可能低于制造限制；对成像系统参数变化更敏感；

以及边缘误差实际更高，特别是在角点区域。这一对比说明 TV正则项通过惩罚掩
模的总梯度，既使优化结果更平滑规整，提高可制造性，又消除了无物理意义的高

频细节，增强了算法鲁棒性。

图 3.10 正方形掩模结构无 TV约束反演结果

除了验证正则项的作用，我们还将所提出的 ADMM算法与优化 TV正则项的
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次梯度方法 [21]进行了对比。在相同的参数设置（𝛽1 = 0.05，𝛽3 = 0.015，为次梯度
方法表现较好的一组参数）之下，图3.11展示了两种算法的优化结果对比，其中前
两行为我们提出的 ADMM算法的结果，第三行为次梯度方法的结果。可以观察到
ADMM算法生成的掩模边缘更为平滑，特征分布更加规则，而次梯度方法的结果
存在明显的不规则边缘和杂乱的辅助特征；图3.12显示了两种方法的误差下降曲
线，蓝色线代表 ADMM算法，红色线代表次梯度方法，清晰展示了次梯度法的不
稳定性——虽然初期迭代中误差快速下降，但随后在持续震荡，而 ADMM算法则
能够持续稳定降低误差。

图 3.11 次梯度方法与 ADMM算法优化结果比较

为了系统检验次梯度方法关于参数选取的敏感性，我们设计了一系列实验，

通过改变步长、正则项系数等关键参数，评估算法性能的稳定性和鲁棒性。通过

图3.13中的误差曲线对比可以明确观察到次梯度方法对参数选择的高度敏感性。我
们以 𝛽1 = 0.05、𝛽2 = 0.015、步长 𝛼 = 7.0为基准参数组合 (深蓝色实线)，围绕这一
组参数系统测试了次梯度算法的参数敏感性。当步长减小到 5.0时 (红色虚线)，算
法收敛趋于平稳但最终误差水平较高；步长增大到 9.0时 (绿色点划线)，算法收敛
性明显恶化，出现大幅度震荡且误差随迭代次数增加而增大。TV正则项系数 (𝛽1)
的变化对算法稳定性同样产生显著影响：当 𝛽1增大到 0.07时 (粉红色点线)，收敛
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图 3.12 次梯度方法与 ADMM算法误差下降曲线对比

速度较慢且最终误差较高；𝛽1 减小到 0.03时 (青色实线)，则完全失去稳定性，误
差呈现剧烈震荡并最终发散。二值约束系数 (𝛽2)(黑色点划线、黄色点划线)的影响
相对较小，曲线表现与基准参数相近。这种对参数敏感的特性使得次梯度方法在

实际应用中面临参数调整困难的挑战。

图 3.13 次梯度方法在不同参数下的误差曲线

图3.14进一步证实了参数选择对成像质量的决定性影响，展示的结果依次对应
图3.13中不同的参数组合。第一行从左至右分别是目标图案、基准参数 (𝛽1 = 0.05，
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𝛽2 = 0.015，步长 =𝛼 = 7.0)、步长 =𝛼 = 5.0和步长 =𝛼 = 9.0的结果；第二行从左
至右分别展示了 TV正则项系数 𝛽1 = 0.03、𝛽1 = 0.07以及二值约束系数 𝛽2 = 0.01
和 𝛽2 = 0.02时的成像结果。从图中可以观察到，步长变化的情况下 (第一行右侧
两图)，成像结果的边缘保留和整体结构相对稳定；然而，当 TV正则项系数变化
时，成像结果差异显著：𝛽1 = 0.07(第二行第二图)导致中间区域结构严重断裂，特
征分布混乱，而 𝛽1 = 0.03(第二行第一图)则保留了相对完整的结构。二值约束系
数的变化 (第二行右侧两图)对成像影响相对较小，但 𝛽2 = 0.02时边缘平滑度有所
改善。这一系列对比实验清晰地展示了次梯度方法在处理反问题时的根本局限性：

算法性能高度依赖于参数选择，且难以同时兼顾收敛稳定性和优化效果，这正是

本文提出 ADMM算法的主要动机。

图 3.14 次梯度方法在不同参数下的成像结果

3.4.4 长条形与复杂混合结构的优化结果分析

图3.15展示了目标图案包含长条的算例。从第一行和第三行可以发现，对于以
目标图案作为输入的直接成像来说，图案的角是圆的。通过使用所提算法进行优化，

角点变得尖锐，边缘放置误差显著减小，这可以从第二行和第四行看出。图3.16给
出了该算例的误差下降曲线，显示优化过程在初期（约 40次迭代内）误差迅速下
降，随后进入平缓收敛阶段。对焦情况下（蓝色实线）和离焦情况下（红色虚线）

的收敛趋势相似，但离焦情况下的最终误差值略高，这与成像过程中引入的相位

变化有关。值得注意的是，即使在离焦条件下，最终优化掩模仍能有效补偿光学

系统引入的相位变化，使输出图案与目标图案保持良好匹配。误差曲线的稳定下

降也证实了所提 ADMM算法在此类结构优化问题中的有效性和稳定性。
图3.17显示了目标图案包含小方块和长条的混合结构算例，这种复杂图案更接
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图 3.15 长条形掩模结构反演结果

图 3.16 长条形掩模误差下降曲线
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近实际芯片设计中的典型结构。从图中可以观察到，对于这种结构复杂的目标图

案，直接使用目标图案作为掩模时（第一行和第三行），小方块区域几乎无法成像，

而长条结构的边缘和拐角也存在严重失真。通过使用所提 ADMM算法优化后（第
二行和第四行），不仅长条结构的边缘变得更加清晰，小方块区域也能够被准确地

成像出来。特别值得注意的是，即使在离焦条件下，优化后的掩模仍然能够有效

补偿光学系统的相位变化，确保复杂细节的成像质量。图3.18展示了该复杂结构算
例的误差下降曲线。从曲线可以看出，初始阶段（约 20次迭代内）误差快速下降，
随后进入相对平缓的收敛阶段。与前两个算例相比，该复杂结构的初始误差值更

高（约 3500-4000），这反映了目标图案的复杂度增加。对焦情况（蓝色实线）和离
焦情况（红色虚线）在收敛趋势上相似，但离焦情况的误差始终略高于标准情况，

且两者之间的差距在优化后期仍然存在。这表明复杂结构在离焦条件下更具挑战

性，但所提算法仍能将误差降低到可接受范围，证明了所提方法对于复杂光刻图

案的有效性和鲁棒性。

根据图3.9、3.16、3.18中的误差下降曲线，可以看出在所有三个算例中，不论
是简单的正方形结构、中等复杂度的长条结构，还是包含小方块和长条的复杂混合

结构，误差下降过程都表现出相似的特征：初期快速下降后逐渐平稳收敛，没有出

现明显的振荡或发散现象。这种平稳的收敛行为充分体现了本文所提ADMM算法
的理论优势——由于采用了变量分离和松弛策略，算法能够有效避免直接梯度法

可能遇到的震荡问题，即使在离焦条件下也能保持良好的收敛性能。特别是对于

复杂结构的优化问题，传统方法往往在接近最优解时出现震荡或停滞，而 ADMM
算法则能持续稳定地减小误差，最终达到满意的优化效果。这一系列实验结果有

力地验证了对算法收敛性的理论分析。

3.5 可制造性约束下的反演光刻优化

前面几节详细讨论了反演光刻问题的基本理论、ADMM求解方法及其收敛性，
并通过数值实验验证了算法的有效性。在实际应用中光刻掩模还需考虑制造工艺

的限制，本节探讨如何将可制造性约束纳入优化框架，确保所得掩模图案不仅具

有良好的成像性能，还能满足制造工艺的要求。我们将通过引入特定的正则项来

实现这些可制造性约束，构建考虑制造可行性的优化模型。

3.5.1 可制造性正则化的数学建模

基于我们在优化问题（3.3）中定义的目标函数：

𝐽(𝑈) = ‖𝑆𝑖𝑔𝑎(|𝐻 ∗ 𝑈|2) − 𝐼‖2
𝐿2(𝛺) + 𝛽1‖𝑈‖𝑇 𝑉 + 𝛽2‖𝑈(1 − 𝑈)‖𝐿1(𝛺), （3.85）
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图 3.17 复杂掩模结构反演结果

图 3.18 复杂掩模误差下降曲线
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我们引入新的正则化项，形成增广的优化问题：

min
𝑈

𝐽(𝑈) + 𝑅Total(𝑈), （3.86）

其中 𝑅Total(𝑈)表示可制造性正则项。工业制造过程中，掩模必须避免出现难以制
造的细小特征、孤立结构或过于尖锐的边缘。这种可制造性要求必须通过适当的

数学约束模型来表达和控制。下面我们介绍三种有效的可制造性正则化方法，并

分析其数学特性和实现方式。

3.5.1.1 高斯滤波正则化

高斯滤波正则化 [59]通过对掩模图案进行平滑处理，有效抑制细小特征和尖锐

边缘。这种平滑作用可以视为对最小特征尺寸的隐式控制，使优化结果自然符合

制造工艺的能力范围。数学上，高斯滤波正则项可表示为：

𝑅GF(𝑈) = 𝛼GF‖𝑈 − 𝐺𝜎 ∗ 𝑈‖2
2, （3.87）

其中，𝐺𝜎 是标准差为 𝜎的高斯核，∗表示卷积操作，𝛼GF是权重系数，控制约束强
度。参数 𝜎与工艺能力直接相关，较大的 𝜎值对应更严格的最小特征尺寸要求。

这一正则项的梯度表达式为：

∇𝑅GF(𝑈) = 2𝛼GF(𝑈 − 𝐺𝜎 ∗ 𝑈) − 2𝛼GF𝐺−𝜎 ∗ (𝑈 − 𝐺𝜎 ∗ 𝑈), （3.88）

其中，𝐺−𝜎 表示高斯核的反转形式，用于实现反向卷积。在数值实现中，高斯滤波

可通过快速傅里叶变换（FFT）高效计算，使得该约束在计算上非常高效。
高斯滤波正则化的优势在于其计算简便性和物理直观性，正则化参数 𝜎 可直

接与工艺分辨率限制关联，便于在实际应用中进行参数调整。

3.5.1.2 频域正则化

频域正则化 [60]通过限制掩模图案的高频分量，抑制难以制造的精细特征和尖

锐边缘。不同于空间域的高斯滤波，频域约束直接在掩模的傅里叶变换域中施加

限制，提供了更精确的频率选择性控制。数学上表示为：

𝑅FC(𝑈) = 𝛼FC ∑
(𝑢,𝑣)∈𝐻

|ℱ(𝑈)(𝑢, 𝑣)|2, （3.89）

其中，ℱ(𝑈)表示掩模 𝑈 的傅里叶变换，𝐻 表示高频区域，𝛼FC是权重系数。高频
区域𝐻 可以定义为：

𝐻 = {(𝑢, 𝑣)|√𝑢2 + 𝑣2 > 𝜌 ⋅ max(√𝑢2 + 𝑣2)}, （3.90）
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参数 𝜌 ∈ (0, 1)控制高频区域的范围，通常取值为 0.5-0.8，对应于制造工艺的分辨
率限制。

频域正则项的梯度可通过帕塞瓦尔定理（Parseval’s theorem）计算：

∇𝑅FC(𝑈) = 2𝛼FCℱ−1(𝑊 ⋅ ℱ(𝑈)), （3.91）

其中，ℱ−1表示逆傅里叶变换，𝑊 是频域权重矩阵，在高频区域𝐻 中取值为 1，其
他区域取值为 0。
频域约束的主要优势在于其对空间频率的精确控制能力，可以针对不同的制

造工艺特性，设计特定的频率响应滤波器，实现更加个性化的可制造性控制。

3.5.1.3 Laplacian正则化

Laplacian正则化 [61]通过惩罚掩模图案的高阶导数，促使优化结果具有平滑边

缘，避免形成尖锐角度和毛刺等难以制造的特征。该正则项数学表示为：

𝑅Lap(𝑈) = 𝛼Lap‖𝐿 ∗ 𝑈‖2
2, （3.92）

其中，𝐿是 Laplacian算子核，典型的形式为：

𝐿 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0
1 −4 1
0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

. （3.93）

Laplacian正则项的梯度表达式为：

∇𝑅Lap(𝑈) = 2𝛼Lap𝐿𝑇 ∗ (𝐿 ∗ 𝑈), （3.94）

其中，𝐿𝑇 是 Laplacian算子核的转置。实际上，由于 Laplacian核是对称的，𝐿𝑇 = 𝐿，
因此梯度可简化为：

∇𝑅Lap(𝑈) = 2𝛼Lap𝐿 ∗ (𝐿 ∗ 𝑈). （3.95）

Laplacian正则化的独特优势在于其对曲率变化的敏感性，可以有效识别和平
滑掩模边缘的尖锐变化，使优化结果具有更好的边缘光滑度，提高制造可行性。

3.5.1.4 正则化组合与权重选择

在实际应用中，上述三种正则项可以单独使用，也可以组合使用以获得更好

的可制造性控制。正则项的组合形式为：

𝑅Total(𝑈) = 𝑅GF(𝑈) + 𝑅FC(𝑈) + 𝑅Lap(𝑈), （3.96）
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权重系数 𝛼GF、𝛼FC 和 𝛼Lap 的选择应根据具体的制造工艺要求和优化目标来确定。
一般而言，对最小特征尺寸要求较高的制造工艺，应增大高斯滤波正则项的权重；

对边缘光滑度要求较高的工艺，则应增大 Laplacian正则项的权重；而频域正则项
则提供了更精细的频率选择控制，适用于有特定频率响应要求的场景。

这样，在优化过程中，算法会自然地避开那些难以制造的掩模图案，使最终优

化结果既满足光学成像要求，又具有良好的可制造性，真正实现反演光刻算法的

工程应用价值。

值得指出的是，本节介绍的所有可制造性正则项：高斯滤波正则项、频域正

则项和 Laplacian正则项，都是连续可微的函数，这一特性使它们能够直接融入到
第3.3节中所建立的 ADMM算法收敛性分析框架中。因此，我们可以在不影响算
法理论保证的前提下，有效地增强优化结果的实际制造可行性。

3.5.2 可制造性正则化效果验证

为了验证前述可制造性约束的有效性，本节设计了一系列数值实验，分别测

试各种正则化在不同场景下的表现。首先，我们将分别测试三种正则化（高斯滤

波正则化、频域正则化和 Laplacian正则化）的单独效果；然后，针对两种代表性
的复杂图案，验证综合正则化的整体效果。所有实验均使用与前述相同的光学参

数设置，初始掩模结构设为与目标结构相似的简化图案。

3.5.2.1 单一正则化效果分析

首先，我们测试高斯滤波正则化对优化结果的影响。从图3.19可以明显观察到，
添加高斯滤波正则项后，掩模图案的细小特征得到了有效抑制，边缘变得更加平

滑。具体而言，图 (a)展示了目标图案，一个由规则方块组成的结构；图 (d)显示了
未添加正则项的优化结果，其中存在大量毛刺、细小连接结构和不规则边缘；而图

(e)则是添加高斯滤波正则项后的优化掩模，可以看到锯齿状边缘被平滑化，细小
结构被消除，整体形状更接近于可制造的方块状结构。值得注意的是，虽然图 (e)
中的方块边缘略有圆润，但这恰恰反映了高斯滤波的特性——通过抑制高频成分

来平滑图像。这种平滑处理虽然使掩模与目标图案存在一定差异，但显著提高了

其可制造性，避免了许多难以实现的尖锐特征和极小结构。从图 (b)、(c)和 (f)的
辅助结果也可以观察到，高斯滤波正则化在不同类型的图案中均能有效工作，表

明该约束具有良好的通用性。总体而言，高斯滤波正则化在保持掩模功能的同时，

有效地提升了其制造可行性。

接下来，我们验证频域正则化的效果。从图3.20可以观察到，与图3.8(d)中未
添加正则项的优化结果相比，添加频域正则项后的优化掩模（图3.20(d)）表现出
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图 3.19 高斯滤波正则化的效果验证

明显不同的特性：高频细节得到有效抑制，掩模结构更加规整，特别是边缘区域

的毛刺和锯齿状特征基本消除。频域正则化通过直接限制掩模图案的空间频率成

分，使得图3.20(e)中的成像结果更加接近目标图案中的方块结构。值得注意的是，
虽然频域正则化和高斯滤波正则化都能抑制高频成分，但频域正则化允许更加精

确地控制频率截止阈值，因此图3.20(d)中的优化掩模边缘比图3.19(d)中稍显锐利，
同时仍然避免了过于细小的难以制造的结构。

图 3.20 频域正则化的效果验证

最后，我们考察 Laplacian正则化对掩模边缘平滑度的影响。从图3.21可以看
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出，与图3.8(d)中未添加正则项的优化结果相比，添加 Laplacian正则项后的优化
掩模（图3.21(d)）在边缘特性上有显著改善：尖锐的角点和高曲率区域得到有效平
滑，掩模轮廓更加规则，同时保留了主要结构特征。Laplacian正则项通过惩罚掩
模图像的二阶导数，特别针对边缘的曲率变化进行调控，使得图3.21(e)中的成像
结果呈现出更加均匀的边缘过渡。与高斯滤波和频域约束相比，Laplacian正则项
对掩模特征的保留更为精细，主要影响边缘的几何形状而非整体结构，因此在维

持主要图案特征的同时提高了边缘的可制造性。这种对边缘曲率的精确控制使得

Laplacian正则项在处理复杂图案的转角和接触区域时尤为有效。

图 3.21 Laplacian正则化的效果验证

3.5.2.2 综合正则化效果验证

在实际应用中，往往需要同时考虑多种可制造性要求，因此将不同正则化组

合使用更具实用价值。下面，我们针对两种代表性的复杂图案，验证综合正则化

的效果。

矩形排列结构是光刻中常见的基本单元，其内角区域易形成制造难点。

图3.22展示了应用综合正则化后的优化结果。与图3.8(d) 中未添加任何正则项的
优化结果相比，图3.22(d)中应用了综合正则项（高斯滤波、频域正则项和 Lapla-
cian正则项的组合）后的掩模表现出显著改善：掩模结构更加规整，边缘平滑度大
幅提高，细小结构和孤立点被有效消除。特别是在矩形内角和边缘交界处，原本

容易出现的尖锐角点和高曲率区域得到了良好的平滑处理，同时保持了基本图案

的几何特征。图3.22(e)展示的成像结果更加接近目标图案，边缘轮廓清晰，过渡
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平滑。这表明综合正则化的应用不仅提高了掩模的可制造性，还在一定程度上改

善了成像质量。与单一正则化相比，综合正则化能够更全面地处理掩模的各种制

造限制，在保持图案整体结构的同时，平衡了细节保留和边缘平滑之间的关系，为

实际光刻制造提供了更为可行的优化结果。

图 3.22 矩形排列结构的综合正则化效果验证

最后，我们考察一个更为复杂的电路结构，包含多个转角、细线和接触孔。

图3.23展示了应用综合正则化后的优化结果。这类复杂电路图案代表了实际光刻
应用中常见的挑战性结构，对掩模优化提出了更高要求。对比图3.17(d)中的未添
加正则化的优化结果，图3.23(d)中应用综合正则化后的掩模虽然仍保留了一定的
复杂度，但各项可制造性指标得到了显著改善：尖锐转角被平滑化，细小结构得到

适当加强，孤立噪点被有效抑制。特别是在电路的弯曲部分和”M”形状区域，边缘
轮廓更加流畅，同时保持了原有功能结构的完整性。从图3.23(e)的成像结果可以
看出，虽然掩模形状与目标图案存在明显差异，但优化后的成像效果与目标图案

高度吻合，这再次验证了反演优化的有效性。图3.23(f)的 EPE分布更加集中，表
明即使在复杂图案下，综合正则化仍能在确保成像质量的同时提高掩模可制造性。

这一结果对实际半导体制造工艺具有重要意义，证明了本文提出的正则化方法可

以有效应对多种复杂结构的反演光刻优化问题。

通过上述一系列实验，我们验证了各种可制造性正则化的效果。单一正则化

实验表明，高斯滤波正则化主要控制最小特征尺寸，有效抑制细小结构和平滑锯

齿状边缘；频域正则化通过精确调控空间频率分布，更有针对性地消除高频细节

同时保留关键结构特征；而 Laplacian正则项则专注于边缘曲率控制，特别对尖锐
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图 3.23 复杂电路结构的综合正则化效果验证

角点和高曲率区域进行平滑处理。矩形排列和复杂电路结构的综合正则化实验进

一步证明，合理组合多种正则项可以在保持良好成像质量的前提下，显著提高掩

模的可制造性，对解决实际光刻应用中的复杂结构尤为有效。这些结果表明，将可

制造性正则化纳入反演光刻优化框架是实现理论与工程实践结合的关键环节，确

保算法不仅能产生理论上优越的解，还能生成实际可制造的掩模设计。

3.5.3 小结

本节系统研究了反演光刻中的可制造性约束问题，提出了一套完整的数学模

型将制造工艺限制纳入优化框架。我们分析了三类关键的可制造性正则化：高斯

滤波正则化用于控制最小特征尺寸并平滑边缘锯齿，频域正则化通过精确调控空

间频率分布抑制难以制造的高频细节，以及 Laplacian正则化专注于平滑高曲率区
域和尖锐角点。

通过一系列实验，我们验证了各种正则化的单独效果和组合应用效果。结果

表明，高斯滤波正则化有效消除了细小结构和锯齿边缘；频域正则化更加精确地

控制了空间频率特性；Laplacian正则化则显著改善了边缘几何形状。在复杂图案
的优化中，合理组合多种正则化能够在保持良好成像质量的前提下，显著提高掩

模的可制造性，特别是对于矩形排列和复杂电路等实际应用中常见的结构。
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3.6 本章小结

本章针对薄掩模近似下的反演光刻问题，提出了一种基于 ADMM的快速求解
算法。通过引入辅助变量和适当的正则化项，将原始的非凸非光滑优化问题转化

为适合 ADMM求解的形式。在理论方面，详细分析了算法的收敛性，证明了在合
适的参数选择下，算法序列存在收敛子列，这为算法的实际应用提供了理论保证。

数值实验表明，该算法能有效处理不同类型的目标图案，包括方形、长条和混

合图案，在无离焦和有离焦情况下都表现良好。反演算法通过在掩模中引入辅助

特征，显著改善了成像质量，特别是在角点区域，边缘放置误差得到明显降低。此

外，对算法参数选择进行了系统研究，给出了参数选择建议，为算法在实际应用中

的参数调节提供了指导。

本章前面几节侧重于反演光刻算法的基本理论和成像质量优化，而可制造性

约束分析一节使得算法框架更加完整，建立了理论优化与工程实践之间的关键桥

梁。这种系统性的约束建模方法不仅拓展了反演光刻的理论深度，也为实际半导

体制造工艺中的掩模设计提供了直接的应用价值，确保算法不仅能产生理论上优

越的解，还能生成实际可制造的掩模设计。
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第 4章 基于曲面隐式神经网络表示的反散射算法

反散射问题是一类重要的反问题，其核心任务是通过对散射场的观测来反推

散射体的形状和物理特性。在半导体光刻制造中，这一问题具有特殊的重要性。随

着半导体工艺的不断微缩，掩模的三维散射效应（如图4.1）已成为影响光刻精度
的关键因素。传统反演光刻算法主要基于薄掩模近似，难以精确考虑散射效应，一

个重要原因是缺乏求解三维反散射问题的高效算法。

本章首先介绍反散射问题的数学模型，然后详细阐述如何结合曲面隐式神经

网络表示来发展第二章中介绍的基于水平集表示的形状优化算法，从而为求解三

维掩模反演光刻问题奠定基础。需要指出的是，这里所提出的方法不仅适用于反

演光刻问题，还具有解决其他领域反问题的通用性。

图 4.1 三维掩模散射效应

4.1 反散射问题

反散射问题在众多领域如医学成像、无损检测、地球物理勘探和光刻制造中

有着广泛应用。在光刻制造中，当入射场与三维掩模结构相互作用时，会产生复

杂的散射现象，这些散射效应会显著影响成像质量和光刻精度。准确求解反散射

问题可以帮助设计更优的掩模结构，从而提高光刻分辨率和精度。

现在我们给出反散射问题的数学描述。令𝛺 ⊂ ℝ3为开的并且有界的区域，具

有 𝐶2边界 𝛤。令 𝑢𝑖为入射平面波：

𝑢𝑖(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑥⋅𝑑 , 𝑥 ∈ ℝ3, （4.1）

其中 𝑘 > 0是波数，𝑑 ∈ 𝕊2 是入射方向。考虑以下具有狄利克雷边界条件的亥姆
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霍兹方程：

𝛥𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0 在ℝ3\𝛺中, （4.2a）

𝑢 = 0 在𝛤 上, （4.2b）

∂𝑢𝑠

∂𝑟 − 𝑖𝑘𝑢𝑠 = 𝑜(𝑟−1) 当𝑟 → ∞时, （4.2c）

其中 𝑟 = ‖𝑥‖2（‖ ⋅ ‖2表示向量的欧几里德范数），𝑢𝑠是散射场，𝑢 = 𝑢𝑖 + 𝑢𝑠是总场。

（4.2a）是亥姆霍兹方程，（4.2c）是索末菲辐射条件，辐射条件意味着散射场在无
穷远处有如下的渐近行为：

𝑢𝑠(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟 {𝑢∞(𝑥̂, 𝑑) + 𝒪 (
1
𝑟 )} , 当𝑟 → ∞ （4.3）

其中 𝑥̂ = 𝑥/‖𝑥‖2 是 𝑥的方向，𝑢∞(𝑥̂, 𝑑)被称为 𝑢的远场模式。方程 4.2具有唯一
解 [62]。

下面给出散射问题（4.2）的积分方程。亥姆霍兹方程的基本解 𝛷(𝑥, 𝑦)由下式
给出：

𝛷(𝑥, 𝑦) = 1
4𝜋

𝑒𝑖𝑘‖𝑥−𝑦‖2

‖𝑥 − 𝑦‖2
, 𝑥 ≠ 𝑦 ∈ ℝ3. （4.4）

定义相应的的单层和双层位势算子 𝒮 和 𝒦：

(𝒮𝜑)(𝑥) = ∫𝛤
𝛷(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)d𝑠(𝑦) 及 (𝒦𝜑)(𝑥) = ∫𝛤

∂𝛷(𝑥, 𝑦)
∂𝜈(𝑦) 𝜑(𝑦)d𝑠(𝑦), （4.5）

以及法向导数算子 𝒦′：

(𝒦′𝜑)(𝑥) = ∫𝛤

∂𝛷(𝑥, 𝑦)
∂𝜈(𝑥) 𝜑(𝑦)d𝑠(𝑦). （4.6）

由于（4.1）中的平面入射波 𝑢𝑖 在整个 ℝ3 中满足亥姆霍兹方程，并且总场 𝑢和 𝑢𝑠

在区域外部满足亥姆霍兹方程，可以推出法向导数 𝑣 ∶= ∂𝑢/∂𝜈 满足所谓的 Burton-
Miller组合边界积分方程 [63]p. 59：

𝑣 + 𝒦′𝑣 − 𝑖𝑘𝒮𝑣 = 2∂𝑢𝑖

∂𝜈 − 2𝑖𝑘𝑢𝑖, 在𝛤 上。 （4.7）

方程（4.7）为通过边界元方法数值求解问题（4.2）奠定了基础。通过 𝑣，外部区
域 ℝ3\𝛺上的散射场 𝑢𝑠由下式给出：

𝑢𝑠(𝑥) = − 1
4𝜋 ∫𝛤

𝛷(𝑥, 𝑦)𝑣(𝑦)d𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ℝ3\𝛺. （4.8）

远场模式 𝑢∞
𝛺 (𝑥̂, 𝑑)有如下的积分表示 [63]：

𝑢∞
𝛺 (𝑥̂, 𝑑) = 1

4𝜋 ∫𝛤

∂𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦

∂𝜈 (𝑦)𝑢𝑠(𝑦) − ∂𝑢𝑠

∂𝜈 (𝑦)𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦d𝑠(𝑦), （4.9）

其中下标 𝛺表示 𝑢∞关于区域 𝛺的依赖性。
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4.1.1 Burton-Miller组合边界积分方程

Burton-Miller 组合边界积分方程方法是求解散射问题的有效方法之一，下面
对其基本内容进行介绍，其详细介绍可以在 [63]p. 59中找到。首先定义位势算子：

(𝑆𝑓)(𝑥) = 2 ∫∂𝛺
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑠(𝑦), （4.10）

(𝐾′𝑓)(𝑥) = 2 ∫∂𝛺

∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑥) 𝑓(𝑦)𝑑𝑠(𝑦), （4.11）

(𝑇 𝑓)(𝑥) = 2 ∂
∂𝑛(𝑥) ∫∂𝛺

∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) 𝑓(𝑦)𝑑𝑠(𝑦), （4.12）

以及

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘|𝑥−𝑦|

4𝜋|𝑥 − 𝑦|. （4.13）

根据格林公式：

𝑢𝑠(𝑥) = ∫∂𝛺
𝑢𝑠(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)

∂𝑛(𝑦) − ∂𝑢𝑠

∂𝑛 (𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ℝ3\𝛺. （4.14）

令 𝑥趋于边界，可以得到:

𝑢𝑠(𝑥) = 1
2𝑢𝑠(𝑥) + ∫∂𝛺

𝑢𝑠(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) − ∂𝑢𝑠

∂𝑛 (𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ∂𝛺. （4.15）

对上式取法向导数，根据位势算子在边界上的跳跃条件 [64] :

lim
𝑥→𝑥+

∂
∂𝑛 ∫∂𝛺

∂𝑢𝑠

∂𝑛 (𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦) = ∫∂𝛺

∂𝑢𝑠

∂𝑛 (𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑥) 𝑑𝑠(𝑦) − 1

2
∂𝑢𝑠

∂𝑛 (𝑥), 𝑥 ∈ ∂𝛺,
（4.16）

以及

lim
𝑥→𝑥−

∂
∂𝑛 ∫∂𝛺

𝑢𝑖(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦) = lim

𝑥→𝑥+
∂
∂𝑛 ∫∂𝛺

𝑢𝑖(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ∂𝛺,（4.17）

可以得到：

∂𝑢𝑠

∂𝑛 (𝑦) = ∂
∂𝑛 ∫∂𝛺

𝑢𝑠(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦)

− ∫∂𝛺

∂𝑢𝑠

∂𝑛 (𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑥) 𝑑𝑠(𝑦) + 1

2
∂𝑢𝑠

∂𝑛 , 𝑦 ∈ ∂𝛺.
（4.18）

由于在 ∂𝛺上 𝑢𝑠 = −𝑢𝑖，可以得到:

𝑆 ∂𝑢𝑠

∂𝑛 = 𝑢𝑖 − 𝐾𝑢𝑖, （4.19）

∂𝑢𝑠

∂𝑛 + 𝐾′ ∂𝑢𝑠

∂𝑛 = −𝑇 𝑢𝑖. （4.20）
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根据 𝑢𝑖满足的格林公式：

𝑢𝑖(𝑥) = ∫∂𝛺

∂𝑢𝑖

∂𝑛 (𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑖(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) , 𝑥 ∈ 𝛺, （4.21）

令 𝑥趋于边界，可以得到：

𝑢𝑖(𝑥) = ∫∂𝛺

∂𝑢𝑖

∂𝑛 (𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑖(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦) + 1

2𝑢𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ ∂𝛺. （4.22）

对上式取法向导数，根据边界上的跳跃条件:

lim
𝑥→𝑥−

∂
∂𝑛 ∫∂𝛺

𝑢𝑖(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦) = lim

𝑥→𝑥+
∂
∂𝑛 ∫∂𝛺

𝑢𝑖(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ∂𝛺,（4.23）

以及

lim
𝑥→𝑥−

∂
∂𝑛 ∫∂𝛺

∂𝑢𝑖

∂𝑛 (𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦) = ∫∂𝛺

∂𝑢𝑖

∂𝑛 (𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑥) 𝑑𝑠(𝑦) + 1

2
∂𝑢𝑖

∂𝑛 (𝑥), 𝑥 ∈ ∂𝛺,
（4.24）

可以得到：

∂𝑢𝑖

∂𝑛 (𝑥) = ∫∂𝛺

∂𝑢𝑖

∂𝑛 (𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑥) 𝑑𝑠(𝑦) + 1

2
∂𝑢𝑖

∂𝑛 (𝑥)

− ∂
∂𝑛 ∫∂𝛺

𝑢𝑖(𝑦)∂𝑔(𝑥, 𝑦)
∂𝑛(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ∂𝛺.

（4.25）

从而

𝑆 ∂𝑢𝑖

∂𝑛 = 𝑢𝑖 + 𝐾𝑢𝑖, 𝑥 ∈ ∂𝛺. （4.26）

∂𝑢𝑖

∂𝑛 + 𝐾′ ∂𝑢𝑖

∂𝑛 = 𝑇 𝑢𝑖 + 2∂𝑢𝑖

∂𝑛 , 𝑥 ∈ ∂𝛺. （4.27）

将这两个方程组合起来，得出：

∂𝑢
∂𝑛 + 𝐾′ ∂𝑢

∂𝑛 − 𝑖𝑘𝑆 ∂𝑢
∂𝑛 = 2∂𝑢𝑖

∂𝑛 − 2𝑖𝑘𝑢𝑖, 𝑥 ∈ ∂𝛺. （4.28）

4.1.2 障碍物反散射问题

本章研究的障碍物反散射问题旨在利用远场数据 𝑢∞来反演障碍物边界 𝛤。假
设我们可以在多个测量方向 𝑥̂𝑚, 𝑚 = 1, ⋯ ,M上获取远场数据，以及多个入射场方
向 𝑑𝑙, 𝑙 = 1, ⋯ ,L，遵循标准的最小二乘公式，障碍物反散射问题可以描述为如下
的形状优化问题 [63]：寻找障碍物边界 𝛤 最小化目标函数：

𝐽(𝛤 ) ∶= 1
2LM

L

∑
𝑙=1

M

∑
𝑚=1

|𝑢∞
𝛤 (𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙) − 𝑢∞

𝛤 ⋆(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2 → inf
𝛤 ∈𝒜

, （4.29）

其中 𝛤 ∗ 是我们要反演的目标障碍物边界，𝒜表示界面 𝛤 的容许集。对于这一形
状优化问题，我们给出如下的存在性定理：

定理 4.1： 假设容许集𝒜满足以下条件：
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1. 存在固定的 𝐶2参考界面 𝛤0，使得𝒜中的每个界面 𝛤 可以表示为：

𝛤 = {𝑥 + ℎ(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝛤0} （4.30）

其中 ℎ是定义在 𝛤0上的 𝐶2向量场。

2. 一致有界性：存在常数𝑀 > 0，使得对于上述表示中的所有向量场 ℎ，有

‖ℎ‖𝐶2(𝛤0) ⩽ 𝑀. （4.31）

3. 闭包性：若 {𝛤𝑛} ⊂ 𝒜且 𝛤𝑛 的相应向量场 ℎ𝑛 在 𝐶2(𝛤0)范数下收敛到 ℎ，则
由 ℎ确定的界面 𝛤ℎ = {𝑥 + ℎ(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝛤0}也属于𝒜。

4. 有限值条件：存在界面 𝛤 ∈ 𝒜使得 𝐽(𝛤 ) < ∞。
那么在𝒜中存在界面 ̃𝛤 使泛函 𝐽 取到最小值。

证明 由有限值条件，𝐽 在𝒜中是有下界的。根据下确界定义，存在界面序列 {𝛤𝑛} ⊂
𝒜满足：

lim
𝑛→∞

𝐽(𝛤𝑛) = inf
𝛤 ∈𝒜

𝐽(𝛤 ) =∶ 𝑚. （4.32）

根据条件 1，每个 𝛤𝑛可以表示为 𝛤𝑛 = {𝑥 + ℎ𝑛(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝛤0}，其中 ℎ𝑛 ∈ 𝐶2(𝛤0)
且 ‖ℎ𝑛‖𝐶2(𝛤0) ⩽ 𝑀。由 Arzelà–Ascoli定理，𝐶2(𝛤0)中有界集的闭包是紧的，因此
存在子列 {ℎ𝑛𝑘}和向量场 ℎ∗ ∈ 𝐶2(𝛤0)，使得 ℎ𝑛𝑘 → ℎ∗在 𝐶2(𝛤0)范数下收敛。
根据条件 3（闭包性），界面 ̃𝛤 = {𝑥 + ℎ∗(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝛤0}也属于𝒜。
根据 Hettlich [65]的定理 1.1，远场算子 𝐹 ∶ 𝐶2 → 𝐿2(𝑆2) 在形状函数处是

Fréchet可微的（这自然蕴含了算子的连续性）。因此，当向量场 ℎ𝑛𝑘 → ℎ∗在 𝐶2范

数下收敛时，相应的远场模式满足：

∀(𝑑𝑙, 𝑥̂𝑚), lim
𝑘→∞

|𝑢∞
𝛤𝑛𝑘

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙) − 𝑢∞
̃𝛤 (𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)| = 0. （4.33）

对目标函数应用 Fatou引理：

𝐽( ̃𝛤 ) = 1
2LM

L

∑
𝑙=1

M

∑
𝑚=1

|𝑢∞
̃𝛤 (𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙) − 𝑢∞

𝛤 ⋆(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2 ⩽ lim inf
𝑘→∞

𝐽(𝛤𝑛𝑘) = 𝑚. （4.34）

由下确界定义，𝐽( ̃𝛤 ) ⩾ 𝑚，因此 𝐽( ̃𝛤 ) = 𝑚，即 ̃𝛤 使泛函 𝐽 取到最小值。 ∎

4.2 基于曲面隐式神经网络表示的形状优化算法

我们在第二章中介绍的传统的基于曲面水平集表示的形状优化算法需要对计

算区域进行网格剖分。并且由于该算法是在拉格朗日框架下执行的，在迭代过程

中，整个区域或其边界的变形会导致边界上的网格节点发生位移。大变形的产生

往往会扭曲和纠缠现有的网格，这需要重新剖分网格，而这导致了昂贵的计算。特
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别是在三维情况下，曲面的变形更加复杂，网格剖分的计算量更大。

4.2.1 曲面的隐式神经网络表示

对于三维障碍物反散射问题，曲面的表示是任何迭代求解算法成功的关键。本

文将文献 [66]中提出的 DeepSDF（Deep Signed Distance Function）隐式神经网络曲
面表示方法引入到障碍物反散射问题的解决中。三维空间中的曲面 𝑆 可以由符号
距离函数 𝑆𝐷𝐹𝑆(𝑥) ∶ ℝ3 → ℝ隐式表示，对于给定的空间点 𝑥 ∈ ℝ3，输出这一点

到曲面 𝑆 的距离，其符号表示该点是在曲面内部（负）还是外部（正）：

𝑆𝐷𝐹𝑆(𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑑(𝑥, 𝑆), 如果 𝑥在外部,

−𝑑(𝑥, 𝑆), 如果 𝑥在内部,
（4.35）

其中 𝑑 是欧几里得距离。曲面 𝑆 由 𝑆𝐷𝐹𝑆(⋅) = 0 的等值面隐式表示，并且可以
通过移动立方体算法 [67] 获得数值表示。DeepSDF的使用深度神经网络 𝑓𝜃(𝑧, 𝑥)拟
合符号距离函数，其中 𝑥为空间点，潜在向量 𝑧的引入是为了使用单个神经网络
拟合多个曲面的符号距离函数。经过训练的网络可以预测任一潜在向量 𝑧对应的
曲面在任一空间点 𝑥处的符号距离函数的值，此后我们可以通过移动网格法提取
零水平集曲面。具体来说，计算过程如下：对于给定曲面数据集 𝔻 = {𝑆𝑖}，对于
每个曲面 𝑆 ∈ 𝔻 对应一个潜在向量 𝑧𝑆 ∈ ℝ𝑍，其中 𝑍 是潜在向量的维度。然
后，为了在集合 𝔻上拟合符号距离函数，最小化如下的损失函数来训练神经网络
𝑓𝜃(𝑧, 𝑥) ∶ ℝ𝑍 × ℝ3 → ℝ [68]：

𝐿imp({𝑧𝑆}𝑆∈𝔻, 𝜃) = ∑
𝑆∈𝔻

1
|𝑋𝑆| ∑

𝑥∈𝑋𝑆

‖𝑓𝜃(𝑧𝑆 , 𝑥) − 𝑆𝐷𝐹𝑆(𝑥)‖1

+ 𝜆 ∑
𝑆∈𝔻

‖𝑧𝑆‖2
2,

（4.36）

其中 𝜃表示神经网络的参数，𝑋𝑆 表示空间中的采样点集，𝜆 > 0为权重。这里 ℓ1

范数的选择使得神经网络更容易提取关键特征。不难看出 DeepSDF是一种曲面表
示的深度生成先验方法，每当潜在向量 𝑧发生变化时，DeepSDF都给成一个新的
曲面。图 4.2为 DeepSDF结构的示意图。

DeepSDF曲面表示的一个显著优点是可以同时对多个曲面的符号距离函数进
行求值，此外，与每次更新曲面都要重新打网格的水平集方法不同，DeepSDF不
需要提前打网格，因而不会导致离散化误差，同时大大减少了内存占用。这些优

点使得 DeepSDF为提出高效的反散射问题反演算法打开了大门。
现在我们描述如何使用隐式神经网络曲面表示来求解障碍物反散射问题。通

过引入隐式神经网络曲面表示，容许集𝒜中的每个曲面 𝛤 都一一对应着一个潜在
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图 4.2 DeepSDF结构示意图

向量 𝑧，那么 𝒜上的形状优化问题就转化为潜在向量 {z}所在空间 ℝ𝑍 上的优化

问题，即最小化以下目标函数来寻找潜在向量 𝑧 ∈ ℝ𝑍：

ℒ(𝑧) = 𝐽(𝛤𝑧) = 1
2LM

L

∑
𝑙=1

M

∑
𝑚=1

|𝑢∞
𝛤𝑧

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙) − 𝑢∞
𝛤 ⋆(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2, （4.37）

其中曲面 𝛤𝑧由下式给出：

𝛤𝑧 = {𝑥 ∈ ℝ3|𝑓𝜃(𝑧, 𝑥) = 0}. （4.38）

在下文中，我们假设隐式表示的曲面 𝛤𝑧是规则的
[69]，即

𝑓𝜃(𝑧, 𝑥) = 0 ⇒ ∇𝑥𝑓𝜃(𝑧, 𝑥) ≠ 0. （4.39）

关于问题（4.37）的求解，其基本思路如下：定义函数 𝐺(𝑧) = 𝑓𝜃(𝑧, ⋅)，并假
设 𝐺关于潜在向量 𝑧可微，这使得我们能够通过标准反向传播算法计算目标函数
中与 𝐺相关部分对 𝑧的梯度。我们使用梯度下降方法求解问题（4.37），该方法在
每次迭代中交替执行两个步骤：梯度下降更新和投影。首先，利用形状导数对损

失函数（4.29）进行梯度下降更新，得到更新后的曲面 𝛤𝑡，但这样得到的 𝛤𝑡 可能

不在 DeepSDF所表示的曲面流形上，因而需要通过第二步投影操作将其映射回曲
面流形。具体地，通过最小化投影损失函数：

𝑃𝐺(𝛤𝑡) = 𝐺(argmin
𝑧

‖𝛤𝑡 − 𝐺(𝑧)‖), （4.40）

来实现流形约束。下面将详细描述这两个步骤。

4.2.2 反散射问题的形状导数

Kirsch [70] 和 Hettlich [65] 给出了具有 Dirichlet和 Neumann边界条件的障碍物
反散射问题形状导数的推导。在此基础上，我们给出目标函数 ℒ(𝑧)关于 𝑧的梯度
∇ℒ(𝑧)的如下表示：
定理 4.2： 令𝛺𝑧为 𝐶2的有界区域，损失函数 ℒ(𝑧)定义如（4.37）。如果𝛺𝑧的边
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界 𝛤 是规则的，那么成立：

∇ℒ(𝑧) = − 1
𝐿 Re

⎛
⎜
⎜
⎝

L

∑
𝑙=1 ∫𝛤𝑧

∂𝑢𝑙
∂𝜈

∂𝑤𝑙
∂𝜈

∇𝑧𝑓𝜃
‖∇𝑥𝑓𝜃‖d𝑠

⎞
⎟
⎟
⎠

, （4.41）

其中 Re表示取复数的实部，𝜈是 𝛤𝑧的单位外法向量，𝑢𝑙是问题（4.2）的总场（具
有入射方向 𝑑 = 𝑑𝑙），𝑤𝑙 ∶= 𝑤𝑖

𝑙 + 𝑤𝑠
𝑙 是以下伴随问题的解：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝛥𝑤𝑙 + 𝑘2𝑤𝑙 = 0, 在ℝ3\𝛺𝑧中,

𝑤𝑙 = 0, 在𝛤𝑧上,
∂𝑤𝑠

𝑙
∂𝑟 − 𝑖𝑘𝑤𝑠

𝑙 = 𝑜(𝑟−1), 当𝑟 → ∞时,

（4.42）

其中入射波为：

𝑤𝑖
𝑙(𝑦) = 1

4𝜋M

M

∑
𝑚=1

(𝑢∞
𝛺𝑧

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙) − 𝑢∞
𝛺∗(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙))𝑒−𝑖𝑘𝑥̂𝑚⋅𝑦, （4.43）

其中上横线表示复共轭。

证明 令 𝑒𝑖 ∈ ℝ𝑍 为第 𝑖个坐标向量，即第 𝑖个分量为 1，其他分量为零。定义一个
从曲面 𝛤𝑧 到 𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖 的变换 𝑇 (𝑡)，其中边界 𝛤𝑧 由 𝑓𝜃(𝑧, 𝑥) = 0隐式确定 𝛤𝑧 = {𝑥 ∈
ℝ3|𝑓𝜃(𝑧, 𝑥) = 0}，而 𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖 , 𝑡 ⩾ 0同样由 𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥) = 0隐式确定 𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖 = {𝑥 ∈
ℝ3|𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥) = 0}。定义向量场 𝑉 ∶ ℝ × ℝ3 ↦ ℝ3：

𝑉 (𝑡)(𝑥) = 𝑉 (𝑡, 𝑥) = − ∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥)
‖∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥)‖2

∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖

(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥). （4.44）

根据第二章中等式（2.18），可以得到对于任何 𝑋 ∈ 𝛤𝑧：

d
d𝑡𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥(𝑡, 𝑋)) =∂𝑓𝜃

∂𝑧𝑖
+ ∇𝑥𝑓𝜃 ⋅ d

d𝑡𝑥(𝑡, 𝑋)

=∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖

− ∇𝑥𝑓𝜃 ⋅ ∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑋)
‖∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑋)‖2

∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖

= 0,
（4.45）

并且

𝑓𝜃(𝑧, 𝑥(0, 𝑋)) = 0, ∀𝑋 ∈ 𝛤𝑧. （4.46）

因此，可以得到：

𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥(𝑡, 𝑋)) = 0, ∀𝑡 ⩾ 0, ∀𝑋 ∈ 𝛤𝑧. （4.47）

令 𝑇𝑡(𝑋) = 𝑥(𝑡, 𝑋)，那么对于 𝑋 ∈ 𝛤𝑧有 𝑇𝑡(𝑋) ∈ 𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖。假设映射 𝑇𝑡 ∶ 𝛤𝑧 → 𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖

在 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜀 上是满射，其中 𝜀 是一个小常数，那么 𝑇𝑡(𝛤𝑧) = 𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖 = {𝑥 ∈
ℝ3|𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥) = 0}。同时，如果函数 𝐽(𝛤 )在 𝛤𝑧 和 𝑉 ∈ 𝐶([0, 𝜀); 𝐶1(𝛺𝑧, ℝ3))处
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形状可微，则根据 [47]Proposition 2.21，以下关系成立

𝑑𝐽(𝛤𝑧; 𝑉 ) = lim
𝑡→0+

𝐽(𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖) − 𝐽(𝛤𝑧)
𝑡 = lim

𝑡→0+

𝐽(𝑇𝑡(𝛤𝑧)) − 𝐽(𝛤𝑧)
𝑡 . （4.48）

根据 ℒ(𝑧)的定义：
∂ℒ(𝑧)

∂𝑧𝑖
= lim

𝑡→0+

𝐽(𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖) − 𝐽(𝛤𝑧)
𝑡 . （4.49）

由第二章中形状导数的定义（2.19），根据（4.48）得出：

lim
𝑡→0+

𝐽(𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑖) − 𝐽(𝛤𝑧)
𝑡 = 𝑑𝐽(𝛤𝑧; 𝑉 ), （4.50）

其中 𝑉 由等式（4.44）定义。由于𝛺𝑧是 𝐶2的有界区域，根据 [71]定理 3.2 可以得出

𝐽(𝛤 )在 𝛤𝑧处的形状导数由下式给出

𝑑𝐽(𝛤𝑧; 𝑉 ) = 1
𝐿 Re

⎛
⎜
⎜
⎝

L

∑
𝑙=1 ∫𝛤𝑧

∂𝑢𝑙
∂𝜈

∂𝑤𝑙
∂𝜈 (𝜈 ⋅ 𝑉 (0))d𝑠

⎞
⎟
⎟
⎠

, （4.51）

将

𝑉 (0) ⋅ 𝜈 = − ∇𝑥𝑓𝜃
‖∇𝑥𝑓𝜃‖2

∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖

⋅ ∇𝑥𝑓𝜃
‖∇𝑥𝑓𝜃‖ = − 1

‖∇𝑥𝑓𝜃‖
∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖

, （4.52）

代入表达式（4.51）即可得到所需的结果。 ∎
注意到潜在向量 𝑧 是神经网络 𝑓𝜃 的输入，在数值计算时，梯度 ∇𝑥𝑓𝜃 和

∇𝑧𝑓𝜃 都可以通过反向传播算法
[72] 利用自动微分计算，例如使用 PyTorch包中的

torch.autograd函数。

一旦我们有了梯度 ∇ℒ(𝑧) 的表达式，就可以使用梯度下降类的算法更新潜
在变量，得到求解障碍物反散射问题的迭代算法。这里，我们采用自适应矩估计

（Adam）[73] 来更新潜在向量 𝑧。具体来说，在每次迭代中，计算随机梯度 𝑔𝑛 满足

𝔼[𝑔𝑛] = ∇ℒ(𝑧𝑛)。这可以通过 PyTorch中的 torch.optim.Adam等函数来实现。

按照通常的标准，采用 0 < 𝛽2 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝛽1 < 𝛽2,以及非负序列 (𝛼𝑛)𝑛∈ℕ 并迭代定义

三个向量 𝑚𝑛, 𝑣𝑛, 𝑧𝑛 ∈ ℝ𝑍。更准确地说，给定初始值 𝑧0 ∈ ℝ𝑍、𝑚0 = 0和 𝑣0 = 0，
对所有下标 𝑛 ∈ ℕ定义

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑚𝑛,𝑖 =𝛽1𝑚𝑛−1,𝑖 + (1 − 𝛽1)𝑔𝑛−1,𝑖,

𝑣𝑛,𝑖 =𝛽2𝑣𝑛−1,𝑖 + (1 − 𝛽2)(𝑔𝑛−1,𝑖)2,

𝑧𝑛,𝑖 =𝑧𝑛−1,𝑖 − 𝛼𝑛
𝑚𝑛,𝑖

√𝑣𝑛,𝑖
,

（4.53）

其中 𝑥𝑗 表示向量 𝑥的第 𝑗 个坐标，𝛼𝑛是第 𝑛步的学习率，𝛽1 > 0是动量参数，𝛽2

控制平方梯度的每坐标指数移动平均值的衰减率。我们在 4.1 中给出了完整的求
解算法。
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算法 4.1基于曲面隐式神经网络表示的反散射算法
输入: 用于训练 DeepSDF的曲面数据。远场模式数据,波数 𝑘,方向 {𝑑𝑙}L𝑙=1, {𝑥̂𝑚}M𝑚=1。
初始化: 初始潜在向量 𝑧0,步长序列: {𝛼𝑛}𝑁

𝑛=0, 𝑚0 = 0以及 𝑣0 = 0。
根据（4.36）训练 DeepSDF神经网络 𝑓𝜃(𝑧, 𝑥)。
for 𝑛 = 0, 1, 2, ⋯ 𝑁 do
通过移动立方体算法产生相应于 𝑧𝑛 的曲面 𝛤𝑛 = {𝑥|𝑓𝜃(𝑧𝑛, 𝑥) = 0}。
通过求解（4.2）计算 𝑢𝑛

𝑙。
通过求解（4.42）计算 𝑤𝑛

𝑙。
通过（4.41）计算梯度 ∇ℒ(𝑧𝑛)。
通过（4.53）中所给出的 Adam方法更新潜在变量 𝑧𝑛。

end for
返回：对应于 𝑧𝑁+1 的曲面。

4.3 收敛性分析

现在我们讨论格式（4.1）的收敛性，这为反演算法提供了基本的理论保证。首
先，我们给出二阶形状导数的定义。令 𝑉1, 𝑉2 ∶ ℝ × ℝ3 ↦ ℝ3为两个可微的速度场。

假设目标函数 𝐽(𝛤 )在 Hadamard [48] 意义上是形状可微的，定义二阶形状导数：

𝑑2𝐽(𝛤 ; 𝑉1; 𝑉2) = lim
𝑡→0+

𝑑𝐽(𝛤𝑡(𝑉1); 𝑉2(𝑡)) − 𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉2(0))
𝑡 . （4.54）

根据 [48]定理 6.2, Chapter 9 可以得到：

𝑑2𝐽(𝛤 ; 𝑉1; 𝑉2) = 𝑑2𝐽(𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0)) + 𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ′
1 (0)), （4.55）

其中

𝑑2𝐽(𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0)) ∶= lim
𝑡→0+

𝑑𝐽(𝑇𝑡(𝛤 , 𝑉1); 𝑉2(0)) − 𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉2(0))
𝑡 ,

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 (0)) ∶= lim
𝑡→0+

𝐽((𝑇𝑡(𝛤 , 𝑉 )) − 𝐽(𝛤 )
𝑡 ,

𝑇𝑡(𝛤 , 𝑉 ) = {𝑥 + 𝑡𝑉 (0, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝛤 },

（4.56）

以及

𝑉 ′(0) = lim
𝑡→0+

𝑉 (𝑡, 𝑥) − 𝑉 (0, 𝑥)
𝑡 . （4.57）

关于二阶形状导数的详细讨论可以在专著 [48,74] 和 [75]appendix 中找到。

我们给出关于形状泛函（4.29）形状导数的如下估计：
定理 4.3： 假设边界 𝛤 是 𝐶5的，那么存在独立于 𝑉 的常数 𝐶，使得：

|𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 (0))| ⩽ 𝐶‖𝑉 (0)‖𝐶(𝛤 ;ℝ3), ∀𝑉 ∈ 𝐶([0, 𝜀); 𝐶(𝛺, ℝ3)), （4.58）

|𝑑2𝐽(𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0))| ⩽ 𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶3(𝛤 ,ℝ3)‖𝑉2(0)‖𝐶3(𝛤 ,ℝ3),

∀𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝐶([0, 𝜀); 𝐶3(𝛺, ℝ3)),
（4.59）

其中 𝜀 > 0 是一个小常量，‖𝑓‖𝐶𝑚(𝛤 ) ≜ ∑𝑚
𝑖=0 ‖𝑓 (𝑖)‖𝐶(𝛤 )，以及对于任意 𝑓(𝑥) ∈
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𝐶𝑚(𝛺, ℝ3)，‖𝑓‖𝐶(𝛤 ) ≜ max𝑥∈𝛤 |𝑓 (𝑥)|。
该定理的证明需要椭圆偏微分方程理论中的经典结果 [62]定理 2.6.7：

引理 4.1： 如果边界 𝛤 是 𝐶𝑚的，𝑢𝑖 ∈ 𝐻𝑚−1/2(𝛤 ), 𝑚 ∈ ℕ，那么问题（4.2）的解 𝑢
满足 𝑢 ∈ 𝐻𝑚(𝛺+)，并且存在 𝐶 = 𝐶(𝑘, 𝛺)使得：

‖𝑢‖𝐻𝑚(𝛺+) ⩽ 𝐶‖𝑢𝑖‖𝐻𝑚−1/2(𝛤 ), （4.60）

其中 𝛺+ ∶= ℝ3\𝛺，

𝐻(𝛺+) = {𝑢, ‖𝑢‖𝐻(𝛺+) ∶= ∫𝛺+

𝑢2

𝑟2 + 1
+ |∇𝑢|2

𝑟2 + 1
d𝑉 + ∫𝛺+ |

∂𝑢
∂𝑟 − 𝑖𝑘𝑢|

2
d𝑉 < ∞} ,
（4.61）

𝐻𝑚(𝛺+) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑢, ‖𝑢‖𝐻𝑚(𝛺+) ∶= ∑
|𝛼|⩽𝑚

‖𝐷𝛼𝑢‖𝐻(𝛺+) < ∞
⎫⎪
⎬
⎪⎭

, （4.62）

其中 𝑟 = ‖𝑥‖2。

我们给出如下的引理：

引理 4.2： 令 𝑢为问题（4.2）的解，边界 𝛤 为 𝐶𝑚 的，𝑚 ∈ ℕ并且 𝑚 ⩾ 1。那么
𝛾𝑢 ∈ 𝐻𝑚−1/2(𝛤 ), ∂𝜈𝑢 ∈ 𝐻𝑚−3/2(𝛤 )，并且：

‖∂𝜈𝑢‖𝐻𝑚−3/2(𝛤 ) ⩽ 𝐶‖𝛾𝑢‖𝐻𝑚−1/2(𝛤 ). （4.63）

证明 根据引理 4.1，如果 𝑢𝑖 ∈ 𝐻𝑚−1/2(𝛤 )，则解 𝑢 ∈ 𝐻𝑚(𝛺+)并且成立：

‖𝑢‖𝐻𝑚(𝛺+) ⩽ 𝐶‖𝑢𝑖‖𝐻𝑚−1/2(𝛤 ) = 𝐶‖𝛾𝑢‖𝐻𝑚−1/2(𝛤 ). （4.64）

根据迹定理 [52]pp. 163–164，可以推出 ‖∂𝜈𝑢‖𝐻𝑚−3/2(𝛤 ) ⩽ 𝐶‖𝑢‖𝐻𝑚(𝛺+)。将这两个估计结

合起来就可以得出所需的结果。 ∎
为了证明定理 4.3，我们定义远场模式算子 𝐹 ∶ 𝒯 → 𝐿2(𝕊2)，它把集合 𝒯 中

的边界 𝛤 从映射到方程（4.2）的远场模式（4.9）：𝐹 (𝛤 ) = 𝑢∞。根据
[75]定理 6.1，算

子 𝐹 关于边界 𝛤 的变化量 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝐶([0, 𝜀); 𝐶1(𝛺, ℝ3))是二次连续可导的，并且

𝑑2𝐹 (𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0)) = 𝑢″
∞, （4.65）

其中函数 𝑢″
∞是如下的散射问题的远场模式：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝛥𝑢″ + 𝑘2𝑢″ = 0, 在ℝ3\𝛺中,

𝑢″ = 𝜓, 在𝛤 上,
∂𝑢″

𝑠
∂𝑟 − 𝑖𝑘𝑢″

𝑠 = 𝑜(𝑟−1), 当𝑟 → ∞时,

（4.66）
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其中边界数据 𝜓 定义为：

𝜓 = − 𝑉1,𝜈
∂𝑢′

2
∂𝜈 − 𝑉2,𝜈

∂𝑢′
1

∂𝜈
+ (𝑉1,𝜈𝑉2,𝜈 − 𝑉1,𝜏𝑉2,𝜏)𝜅 ∂𝑢

∂𝜈
+ (𝑉1,𝜏(𝜏 ⋅ ∇𝑉2,𝜏) + 𝑉2,𝜏(𝜏 ⋅ ∇𝑉1,𝜏))∂𝑢

∂𝜈 ,

（4.67）

其中 𝑢是散射问题（4.2）的解，𝜈 表示边界 𝛤 的单位外法向，𝑉𝑗,𝜈 = 𝑉𝑗(0) ⋅ 𝜈 是
𝑉𝑗(0)的法向分量，𝑉𝑗,𝜏 = 𝑉𝑗(0) ⋅ 𝜏 是向量 𝑉𝑗(0)的切向分量，𝜏 ⋅ ∇是切向梯度，𝜅
表示 𝛤 的曲率。此外，𝑢′

𝑗 , 𝑗 = 1, 2是如下边值问题的解：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝛥𝑢′ + 𝑘2𝑢′ = 0, 在ℝ3\𝛺中,

𝑢′ = −𝑉𝑗,𝜈
∂𝑢
∂𝜈 , 在𝛤 上,

∂𝑢′

∂𝑟 − 𝑖𝑘𝑢′ = 𝑜(𝑟−1), 当𝑟 → ∞时.

（4.68）

同样根据 [75]p. 25：

𝑑𝐹 (𝛤 ; 𝑉 (0)) = 𝑢′
∞, （4.69）

其中 𝑢′
∞是问题（4.68）的解 𝑢′的远场模式。对于算子 𝐹，我们有如下的估计：

引理 4.3： 在定理 4.3的假设下，以下估计成立：

|𝑑𝐹 (𝛤 ; 𝑉 (0))| ⩽ 𝐶‖𝑉 (0)‖𝐶1(𝛤 ;ℝ3), ∀𝑉 ∈ 𝐶([0, 𝜀); 𝐶1(𝛺, ℝ3)). （4.70）

|𝑑2𝐹 (𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0))| ⩽ 𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶3(𝛤 ,ℝ3)‖𝑉2(0)‖𝐶3(𝛤 ,ℝ3),

∀𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝐶([0, 𝜀); 𝐶3(𝛺, ℝ3)).
（4.71）

证明 首先，根据边界 𝛤 的 𝐶5 正则性以及引理 4.2可以推出对于任何有界子区域
𝛺+ = ℝ3\𝛺，成立：

𝑢 ∈ 𝐻5(𝛺+), 𝛾𝑢 ∈ 𝐻9/2(𝛤 ) 以及 ∂𝜈𝑢 ∈ 𝐻7/2(𝛤 ). （4.72）

根据远场模式的定义（4.9）和估计 ‖∂𝜈𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦‖𝐻−1/2(𝛤 ) ⩽ 𝐶以及 ‖𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦‖𝐻1/2(𝛤 ) ⩽ 𝐶，
可以得出：

|𝑑𝐹 (𝛤 ; 𝑉 (0))| = |
1

4𝜋 ∫𝛤

∂𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦

∂𝜈 𝑢′(𝑦) − ∂𝑢′(𝑦)
∂𝜈 𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦d𝑠(𝑦)|

⩽ 1
4𝜋 (|∫𝛤

∂𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦

∂𝜈 𝑢′(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)| + |∫𝛤

∂𝑢′(𝑦)
∂𝜈 𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦d𝑠(𝑦)|)

⩽𝐶(‖∂𝜈𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦‖𝐻−1/2(𝛤 )‖𝑢′‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖∂𝜈𝑢′‖𝐻−1/2(𝛤 )‖𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦‖𝐻1/2(𝛤 ))

⩽𝐶(‖𝑢′‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖∂𝜈𝑢′‖𝐻−1/2(𝛤 )).
（4.73）
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根据亥姆霍兹方程的 DtN算子的有界性（参见引理 4.2）可以推出：

|𝑑𝐹 (𝛤 ; 𝑉 (0))| ⩽ 𝐶‖𝛾𝑢′‖𝐻1/2(𝛤 ) = 𝐶‖ − 𝑉𝜈∂𝜈𝑢‖𝐻1/2(𝛤 ). （4.74）

然后根据引理 2.1，可以得出：

|𝑑𝐹 (𝛤 ; 𝑉 (0))| ⩽𝐶(‖𝑉𝜈‖𝐶(𝛤 )‖∂𝜈𝑢‖𝐻1/2(𝛤 )

+‖𝑉𝜈‖𝐻1/2(𝛤 )‖∂𝜈𝑢‖𝐶(𝛤 ) + ‖𝑉𝜈‖𝐶(𝛤 )‖∂𝜈𝑢‖𝐶(𝛤 )).
（4.75）

当 𝑠 > 1，𝑠 − 1 = 𝑟 + 𝛼 𝛼 ∈ (0, 1)时，有连续索伯列夫嵌入𝐻𝑠(𝛤 ) ↪ 𝐶𝑟,𝛼−𝜖(𝛤 )，根
据引理 2.2可以推出：

|𝑑𝐹 (𝛤 ; 𝑉 (0))| ⩽ 𝐶‖𝑉𝜈‖𝐶(𝛤 )‖∂𝜈𝑢‖𝐻1/2(𝛤 ) + 𝐶‖∂𝜈𝑢‖𝐻3/2(𝛤 )(‖𝑉𝜈‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖𝑉𝜈‖𝐶(𝛤 ))
⩽ 𝐶‖∂𝜈𝑢‖𝐻3/2(𝛤 )(‖𝑉𝜈‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖𝑉𝜈‖𝐶(𝛤 )).

（4.76）
然后根据估计 ‖∂𝜈𝑢‖𝐻7/2(𝛤 ) ⩽ 𝐶 和（4.72）以及引理 2.2可以得到：

|𝑑𝐹 (𝛤 ; 𝑉 (0))| ⩽ 𝐶(‖𝑉𝜈‖𝐻1/2(𝛤 )+‖𝑉𝜈‖𝐶(𝛤 )) ⩽ 𝐶‖𝑉𝜈‖𝐶1(𝛤 ) ⩽ 𝐶‖𝑉 (0)‖𝐶1(𝛤 ).（4.77）

这证明了第一个断言。接下来，根据引理 4.2，我们有：

|𝑑2𝐹 (𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0))| = |
1

4𝜋 ∫𝛤

∂𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦

∂𝜈 𝑢″(𝑦) − ∂𝑢″(𝑦)
∂𝜈 𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦d𝑠(𝑦)|

⩽𝐶(‖∂𝜈𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦‖𝐻−1/2(𝛤 )‖𝛾𝑢″‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖∂𝜈𝑢″‖𝐻−1/2(𝛤 )‖𝑒−𝑖𝑘𝑥̂⋅𝑦‖𝐻1/2(𝛤 ))

⩽𝐶(‖𝛾𝑢″‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖∂𝜈𝑢″‖𝐻−1/2(𝛤 )) ⩽ 𝐶‖𝛾𝑢″‖𝐻1/2(𝛤 ).

（4.78）

根据（4.67）中边界数据 𝜓 的表达式以及三角不等式，可以推出：

|𝑑2𝐹 (𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0))| ⩽ 𝐶‖𝛾𝑢″‖𝐻1/2(𝛤 ) = 𝐶‖𝜓‖𝐻1/2(𝛤 )

⩽𝐶(‖𝑉1,𝜈∂𝜈𝑢′
2‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖𝑉2,𝜈∂𝜈𝑢′

1‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖(𝑉1,𝜈𝑉2,𝜈 − 𝑉1,𝜏𝑉2,𝜏)𝜅∂𝜈𝑢‖𝐻1/2(𝛤 )

+ ‖𝑉1,𝜏(𝜏 ⋅ ∇𝑉2,𝜏)∂𝜈𝑢‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖𝑉2,𝜏(𝜏 ⋅ ∇𝑉1,𝜏)∂𝜈𝑢‖𝐻1/2(𝛤 )) ∶=
5

∑
𝑖=1

I𝑖.

（4.79）
下面分别给出这五项的有界性。对于第一项 I1，根据引理 2.1，可以推出：

I1 ⩽ 𝐶(‖𝑉1,𝜈‖𝐶(𝛤 )‖∂𝜈𝑢′
2‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖∂𝜈𝑢′

2‖𝐶(𝛤 )‖𝑉1,𝜈‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖∂𝜈𝑢′
2‖𝐶(𝛤 )‖𝑉1,𝜈‖𝐶(𝛤 )).

（4.80）
通过索伯列夫嵌入𝐻3/2(𝛤 ) ↪ 𝐶(𝛤 )和引理 2.2，可以得到：

I1 ⩽ 𝐶‖∂𝜈𝑢′
2‖𝐻3/2(𝛤 )(‖𝑉1,𝜈‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖𝑉1,𝜈‖𝐶(𝛤 )). （4.81）
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同时，根据 DtN算子的有界性（参见引理 4.2），我们有：

‖∂𝜈𝑢′
2‖𝐻3/2(𝛤 ) ⩽ 𝐶‖𝛾𝑢′

2‖𝐻5/2(𝛤 ) = 𝐶‖𝑉2,𝜈∂𝜈𝑢‖𝐻5/2(𝛤 )

⩽𝐶(‖𝑉2,𝜈‖𝐶2(𝛤 )‖∂𝜈𝑢‖𝐻5/2(𝛤 ) + ‖∂𝜈𝑢‖𝐶2(𝛤 )‖𝑉2,𝜈‖𝐻5/2(𝛤 ) + ‖∂𝜈𝑢‖𝐶2(𝛤 )‖𝑉2,𝜈‖𝐶2(𝛤 )).
（4.82）

然后根据正则性估计（4.72），索伯列夫嵌入 𝐻7/2(𝛤 ) ↪ 𝐶2(𝛤 )和引理 2.2可以推
出：

I1 ⩽ 𝐶(‖𝑉2,𝜈‖𝐻5/2(𝛤 ) + ‖𝑉2,𝜈‖𝐶2(𝛤 ))(‖𝑉1,𝜈‖𝐻1/2(𝛤 ) + ‖𝑉1,𝜈‖𝐶(𝛤 ))
⩽ 𝐶‖𝑉2,𝜈‖𝐶3(𝛤 )‖𝑉1,𝜈‖𝐶1(𝛤 ).

（4.83）

类似的可以得到估计 I2 ⩽ 𝐶‖𝑉1,𝜈‖𝐶3(𝛤 )‖𝑉2,𝜈‖𝐶1(𝛤 )。接下来根据引理 2.1和 2.2以及
正则性估计（4.72），可以得到：

I3 ⩽ 𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶1(𝛤 )‖𝑉2(0)‖𝐶1(𝛤 ). （4.84）

最后，再次使用引理2.1，引理2.2和（4.72）可以得到：

I4 ⩽ 𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶1(𝛤 )‖𝑉2(0)‖𝐶2(𝛤 ) 以及 I5 ⩽ 𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶2(𝛤 )‖𝑉2(0)‖𝐶1(𝛤 ).（4.85）

结合这些估计证明了第二个断言，这就完成了证明。 ∎
现在我们可以给出定理 4.3的证明：

定理 4.3的证明 根据形状导数表达式（4.51）以及引理 4.1和 4.2可以得出，对于
任何 𝑉 ∈ 𝐶([0, 𝜀); 𝐶1(𝛺, ℝ3))，成立：

|𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 (0))| ⩽ (
1
L

L

∑
𝑙=1

‖
∂𝑢𝑙
∂𝜈 ‖𝐿2(𝛤 )‖

∂𝑤𝑙
∂𝜈 ‖𝐿2(𝛤 ))‖𝑉 (0) ⋅ 𝜈‖𝐶(𝛤 )

⩽(
1
L

L

∑
𝑙=1

‖𝑢𝑙‖𝐻1(𝛤 )‖𝑤𝑙‖𝐻1(𝛤 ))‖𝑉 (0) ⋅ 𝜈‖𝐶(𝛤 ) ⩽ 𝐶‖𝑉 (0)‖𝐶(𝛤 ;ℝ3).

（4.86）

类似地，根据等式

𝑑2𝐽(𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0)) = ∑
𝑙,𝑚

𝑑𝐹𝑙,𝑚(𝛤 ; 𝑉1(0))𝑑𝐹𝑙,𝑚(𝛤 ; 𝑉2(0))

+(𝐹𝑙,𝑚(𝛤 ) − 𝑢∗
𝑙,𝑚)𝑑2𝐹𝑙,𝑚(𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0)),

（4.87）
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和引理 4.3（对于任何 𝑑𝑙 ∈ 𝑆1和 𝑥̂𝑚 ∈ 𝑆1）有：

|𝑑2𝐽(𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0))|

⩽ ∑
𝑙,𝑚

|𝑑𝐹𝑙,𝑚(𝛤 ; 𝑉1(0))𝑑𝐹𝑙,𝑚(𝛤 ; 𝑉2(0)) + (𝐹𝑙,𝑚(𝛤 ) − 𝑢∗
𝑙,𝑚)𝑑2𝐹𝑙,𝑚(𝛤 ; 𝑉1(0); 𝑉2(0))|

⩽𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶1(𝛤 )‖𝑉2(0)‖𝐶1(𝛤 ) + 𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶3(𝛤 )‖𝑉2(0)‖𝐶3(𝛤 )

⩽𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶3(𝛤 )‖𝑉2(0)‖𝐶3(𝛤 ).
（4.88）

这就完成了定理的证明。 ∎
最后，我们给出算法4.1的收敛性。使用符号 [𝑁]表示集合 {1, 2, ⋯ , 𝑁}，并使

用 𝒪(⋅)作为标准的渐近符号。
定理 4.4： 假设算法 4.1 生成的序列 {𝑧𝑛}∞

𝑛=0 ⊂ ℝ𝑍 是一致有界的，并且以下两

个假设成立：(一) 采样梯度 𝑔𝑛 以及梯度 ∇ℒ(𝑧𝑛) 是有界的，即 ‖∇ℒ(𝑧𝑛)‖ ⩽ 𝐻、
‖𝑔𝑛‖ ⩽ 𝐻, ∀𝑛 > 1；(二) 采样梯度 𝑔𝑛 是无偏并且独立的，即，如果 𝑖 ≠ 𝑗，则
𝑔𝑛 = ∇ℒ(𝑧𝑛) + 𝜁𝑛, 𝐸[𝜁𝑛] = 0 和 𝜁𝑖 独立于 𝜁𝑗。同样假设定理 4.3 中的假设是满足
的，超参数 𝛽1 ∈ [0, 1)是非递增的，并且对于某些常量 𝐺 > 0，对于任意 𝑛成立
‖𝛼𝑛𝑚𝑛/√ ̂𝑣𝑛‖ ⩽ 𝐺。那么下面的估计成立：

𝔼
⎡⎢⎢⎣

𝑁

∑
𝑛=1

𝛼𝑛⟨∇ℒ(𝑧𝑛), ∇ℒ(𝑧𝑛)
√ ̂𝑣𝑛

⟩
⎤⎥⎥⎦

⩽𝔼
⎡⎢⎢⎣
𝐶1

𝑁

∑
𝑛=1

‖
𝛼𝑛𝑔𝑛

√ ̂𝑣𝑛
‖

2
+ 𝐶2

𝑁

∑
𝑛=2

‖
𝛼𝑛

√ ̂𝑣𝑛
− 𝛼𝑛−1

√ ̂𝑣𝑛−1
‖1

+ 𝐶3

𝑁−1

∑
𝑛=2

‖
𝛼𝑛

√ ̂𝑣𝑛
− 𝛼𝑛−1

√ ̂𝑣𝑛−1
‖

2⎤⎥⎥⎦
+ 𝐶4,

（4.89）
其中 𝐶1、𝐶2、𝐶3 和 𝐶4 是独立于 𝑁 的常量，期望 𝔼是对于 {𝑔𝑛}取的。此外，令
𝛾𝑛 ∶= min𝑗∈[𝑍] min{𝑔𝑖}𝑛

𝑖=1
𝛼𝑛𝑚𝑛/(√ ̂𝑣𝑛)𝑗 表示在所有可能的坐标和梯度 {𝑔𝑖}𝑛

𝑖=1 上的有

效步长的最小可能值。那么算法 4.1的收敛速度由下式给出

min
𝑖∈[𝑁]

𝔼[‖∇ℒ(𝑧𝑛)‖2] = 𝒪(
𝑠1(𝑁)
𝑠2(𝑁)), （4.90）

其中 𝑠1(𝑁)是（4.89）中的上界，𝑠2(𝑁) = ∑𝑁
𝑛=1 𝛾𝑛。

证明 由于损失函数 ℒ(𝑧)是非负的，因此 ℒ(𝑧)存在下确界。如果 ℒ可微并且具有
𝐿 -Lipschitz梯度，即：

‖∇ℒ(𝑧) − ∇ℒ( ̃𝑧)‖ ⩽ 𝐿‖𝑧 − ̃𝑧‖, ∀𝑧, ̃𝑧, （4.91）

所需的断言（4.89）和（4.90）可以直接根据 [76]定理 3.1 得出。因此，我们只需给出
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ℒ(𝑧)的 𝐿 -Lipschitz连续性。首先，我们定义如下三个向量场 𝑉1, 𝑉2和𝑊：

𝑉1[𝑧](𝑡, 𝑥) = − ∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥)
‖∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥)‖2

∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖

(𝑧 + 𝑡𝑒𝑖, 𝑥), （4.92）

𝑉2[𝑧](𝑡, 𝑥) = −
∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑗 , 𝑥)

‖∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑗 , 𝑥)‖2
∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑗

(𝑧 + 𝑡𝑒𝑗 , 𝑥), （4.93）

𝑊 (𝑡, 𝑥) = −
∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑗 , 𝑥)

‖∇𝑥𝑓𝜃(𝑧 + 𝑡𝑒𝑗 , 𝑥)‖2
∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖

(𝑧 + 𝑡𝑒𝑗 , 𝑥). （4.94）

那么有𝑊 (𝑡, 𝑥) = 𝑉1[𝑧 + 𝑡𝑒𝑗](0, 𝑥)和𝑊 (0, 𝑥) = 𝑉1(0, 𝑥)。从（3.37）可以得出：
∂ℒ
∂𝑧𝑖

(𝑧) = 𝑑𝐽(𝛤𝑧; 𝑉1[𝑧]), （4.95）

以及

∂2ℒ(𝑧)
∂𝑧𝑖∂𝑧𝑗

= ∂
∂𝑧𝑗

𝑑𝐽(𝛤𝑧; 𝑉1[𝑧]) = lim
𝑡→0+

𝑑𝐽(𝛤𝑧+𝑡𝑒𝑗 ; 𝑉1[𝑧 + 𝑡𝑒𝑗](0)) − 𝑑𝐽(𝛤𝑧; 𝑉1)
𝑡

= lim
𝑡→0+

𝑑𝐽(𝛤𝑡(𝑉2); 𝑊 (𝑡)) − 𝑑𝐽(𝛤𝑧; 𝑉1)
𝑡 = 𝑑2𝐽(𝛤𝑧; 𝑊 ; 𝑉2).

（4.96）

根据等式（4.55），可以推出：
∂2ℒ(𝑧)
∂𝑧𝑖∂𝑧𝑗

=𝑑2𝐽(𝛤𝑧; 𝑊 (0); 𝑉2(0)) + 𝑑2𝐽(𝛤 ; 𝑊 ′(0))

=𝑑2𝐽(𝛤𝑧; 𝑉1(0); 𝑉2(0)) + 𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑊 ′(0)),
（4.97）

其中𝑊 ′(0)(𝑥)由下式给出：

𝑊 ′(0)(𝑥) = lim
𝑡→0+

𝑊 (𝑡, 𝑥) − 𝑊 (0, 𝑥)
𝑡 = − ∂

∂𝑧𝑗 [
∇𝑥𝑓𝜃

‖∇𝑥𝑓𝜃‖2
∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖 ](𝑧, 𝑥). （4.98）

现在根据定理 4.3可以得到：

|
∂2ℒ

∂𝑧𝑖∂𝑧𝑗 | ⩽|𝑑2𝐽(𝛤𝑧; 𝑉1(0); 𝑉2(0)) + 𝑑𝐽(𝛤𝑧; 𝑊 ′(0))|

⩽𝐶‖𝑉1(0)‖𝐶3(𝛤 ;ℝ3)‖𝑉2(0)‖𝐶3(𝛤 ;ℝ3) + 𝐶‖𝑊 ′(0)‖𝐶1(𝛤 )

⩽𝐶 ‖
∇𝑧𝑓𝜃

‖∇𝑥𝑓𝜃‖‖
2

𝐶3(𝛤 ;ℝ3)
+ 𝐶 ‖

∂
∂𝑧𝑗 [

∇𝑥𝑓𝜃
‖∇𝑥𝑓𝜃‖2

∂𝑓𝜃
∂𝑧𝑖 ]‖𝐶1(𝛤 )

.

（4.99）

由于向量 𝑧是有界的，根据 𝑓𝜃(𝑧, 𝑥)的光滑性，存在一个常量𝐿，使得 ‖∇2ℒ(𝑧)‖ ⩽ 𝐿
对于所有 𝑧成立。因此，根据 [76]定理 3.1 即可推出所需的断言（4.89）和（4.90）。 ∎

4.4 数值实验与讨论

在本节中，我们给出数值实验来验证所提算法的有效性。首先对数值实验中

涉及的参数选取进行说明。
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4.4.1 DeepSDF神经网络的训练

在全孔径数据反演、反向散射远场数据反演以及无相位数据反演的数值实验

中，我们使用了 500个不同长度的 L型曲面作为训练 DeepSDF神经网络的数据数
据。这些 L型曲面具有固定的厚度但壁长不同，每个曲面随机采样 5000个坐标点
并给出其符号距离函数值。在更多算例一节中，训练数据使用了 100个不同长度
的 H 型曲面，同样保持厚度固定但臂长可变，每个曲面随机采样 1000 个坐标点
并计算对应的符号距离函数值。DeepSDF神经网络被设计为包含 5个隐藏层，使
用 ReLU激活函数。潜在向量 𝑧的维度 𝑍 设置为 256。训练过程中使用均方误差
（MSE）作为损失函数，采用 Adam优化器进行参数更新，学习率设置为 0.01。

4.4.2 参数选取

在整个数值实验中，我们采用如下实验设置。假设散射体包含在立方体

(−1, 1)3 中。在使用移动立方体算法 [67]来生成曲面剖分时，笛卡尔网格间距设置

为 0.06。使用 BEMPP-CL包 [77] 求解问题（4.2）和（4.42）的边界积分方程。采
用 PyTorch.optimizer 包中实现的 Adam 算法来更新潜在向量 𝑧 ，学习率
𝛼 = 0.01恒定。
除非另有说明，我们固定入射波的波数 𝑘 = 5𝜋。对于远场数据，我们在全孔

径上等距入射 L个平面波，并在全孔径上收集每个入射波的M等距角度的测量结
果。单位球体 𝕊2 上的入射波和测量的等距方向是使用斐波那契晶格方法 [78] 生成

的。具体来说，要生成单位球体 𝕊2上的𝑁 等距点 {𝑥𝑛 = (𝑥1
𝑛, 𝑥2

𝑛, 𝑥2
𝑛)}𝑁

𝑛=1 ∈ ℝ3，𝑥𝑛

的极坐标由下式给出：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥3
𝑛 = (2𝑛 − 1)/𝑁 − 1,

𝑥1
𝑛 = √1 − (𝑥3

𝑛)2 ⋅ cos 2𝜋𝑛𝜙,

𝑥2
𝑛 = √1 − (𝑥3

𝑛)2 ⋅ sin 2𝜋𝑛𝜙,

（4.100）

其中 𝜙 = (√5 + 1)/2是黄金比。我们通过以下方式为测量数据添加噪声：

𝑢𝛿
𝑚𝑙 = (1 + 𝛿𝜉𝑚𝑙)𝑢∞

𝛤 ∗(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙), （4.101）

其中 𝜉𝑚𝑙 服从均值为零、方差为 1的高斯随机变量，𝛿 > 0控制相对噪声水平。为
了测量反演曲面 ̂𝑆 相对于精确曲面 𝑆†的精度，我们使用如下的指示子误差：

𝑒( ̂𝑆) = ∑𝑥𝑖

‖ ̂𝑆(𝑥𝑖) − 𝑆†(𝑥𝑖)‖2, （4.102）
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其中 𝑥𝑖是均匀网格上的网格点，

𝑆(𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 如果 𝑥在 𝑆 外部,

0, 如果 𝑥在 𝑆 内部.
（4.103）

除非另有说明，我们在实验过程中设置一个入射场方向，100个等距离接受方向。
现在我们更详细地介绍和讨论反演结果。

4.4.3 全孔径数据反演

首先使用全孔径远场数据进行反演，目标曲面选取为光刻掩模中的基本结构，

L型曲面，反演结果如图4.3以及图4.4，其中左图为目标函数下降曲线，右图为指
示子误差 𝑒的下降曲线，实验结果验证了所提算法在 L型结构反演中的有效性。从
迭代过程可以观察到，我们的算法能够从初值出发，逐步恢复目标结构的几何特

征。目标泛函的收敛曲线表明算法在约 100次迭代后达到稳定状态，同时指示子
误差的近似单调下降验证了反演结果的收敛性。值得注意的是，即使对于具有非

光滑特征的 L型结构，算法仍能准确反演其几何特征。

图 4.3 全孔径反演结果

在接受到的远场数据中增加 40%噪声，实验结果如图4.5以及图4.6。可以观察
到反演误差相对于噪声（高达 40 %噪声水平）高度稳定，并且恢复的形状具有相
对复杂的结构。由于反散射问题严重不适定，我们观察到的稳定性对于反散射问

题的迭代方法来说是很重要的。
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图 4.4 全孔径反演误差下降曲线

图 4.5 噪声数据反演结果

图 4.6 噪声数据误差下降曲线
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4.4.4 利用反向散射远场数据进行反演

现在使用反向散射数据测试所提出的算法。反向散射数据意味着对于每个入

射方向 𝑑 ，我们仅测量 −𝑑 方向的远场数据 𝑢∞，因此可用数据严重缺失。有关使

用反向散射数据的现有反演方法，请参阅 [79]。对于反向散射远场数据，伴随场 𝑤𝑙

满足：

𝑤𝑙 = 1
4𝜋 (𝑢∞

𝛺𝑧
(−𝑑𝑙, 𝑑𝑙) − 𝑢∞

𝛺∗(−𝑑𝑙, 𝑑𝑙))𝑢𝑙. （4.104）

与（4.41）类似，目标函数 ℒ(𝑧)的梯度 ∇ℒ(𝑧)可以直接计算为：

∇ℒ(𝑧) = − 1
4𝜋L Re(

L

∑
𝑙=1

(𝑢∞
𝛺𝑧

(−𝑑𝑙, 𝑑𝑙) − 𝑢∞
𝛺∗(−𝑑𝑙, 𝑑𝑙))

× ∫𝛤𝑧
(

∂𝑢𝑙
∂𝜈 )

2 ∇𝑧𝑓𝜃
‖∇𝑥𝑓𝜃‖ d𝑠).

（4.105）

这里，我们设置 5个等距入射场方向，实验结果如图4.7以及图4.8。数值实验验证
了所提算法在仅使用反向散射数据情况下的反演性能。尽管可用数据严重缺失，算

法仍然成功反演了目标结构。从目标泛函的收敛曲线可以观察到，算法在约 80次
迭代后趋于稳定，且指示子误差呈现总体下降趋势，虽然在后期出现小幅波动，但

保持在可接受范围内。这一结果表明，我们的反演算法具有处理不完整数据的能

力，这为实际应用中经常遇到的有限角度测量问题提供了解决思路。

图 4.7 反向数据反演结果
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图 4.8 反向数据误差下降曲线

4.4.5 使用无相位数据进行进一步验证

最后，我们用无相位数据进一步测试所提算法。在许多实际应用中，远场数据

的相位与其大小或强度相比无法准确测量。因此，通常需要从无相位数据反演散射

障碍物；请参阅论文 [80] 详细了解无相位数据的独特性和反演技术。与文献 [71]类

似，我们将无相位数据的目标函数 ℒ(𝑧)设置为：

ℒ(𝑧) = 𝐽(𝛤𝑧) = 1
2LM

L

∑
𝑙=1

M

∑
𝑚=1 |

|𝑢∞
𝛺𝑧

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2

√|𝑢∞
𝛺𝑧

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2 + 𝜖

−
|𝑢∞

𝛺⋆(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2

√|𝑢∞
𝛺⋆(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2 + 𝜖 |

2
,

（4.106）

其中 𝜖 > 0是一个小数字，以确保可微性。这一函数的梯度同样可以通过求解（4.41）
得到，伴随问题（4.42）的入射波 𝑤𝑖为：

𝑤𝑖
𝑙(𝑦) = 1

4𝜋M

M

∑
𝑚=1

⎛
⎜
⎜
⎝

|𝑢∞
𝛺𝑧

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2

√|𝑢∞
𝛺𝑧

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2 + 𝜖
−

|𝑢∞
𝛺⋆(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2

√|𝑢∞
𝛺⋆(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2 + 𝜖

⎞
⎟
⎟
⎠

×
|𝑢∞

𝛺𝑧
(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2 + 2𝜖

(|𝑢∞
𝛺𝑧

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)|2 + 𝜖)3/2 𝑢∞
𝛺𝑧

(𝑥̂𝑚, 𝑑𝑙)𝑒−𝑖𝑘𝑥̂𝑚⋅𝑦.

（4.107）

这里，我们使用 10个均匀分布的入射场方向，并在全孔径上为每个入射方向收集
300 个等距的无相位测量结果。由于无相位数据的平移不变性，算法只能重构形
状而不包含位置信息（这对于所有连通部分都是相同的）。实验结果如图4.9以及
图4.10，数值实验结果验证了算法在处理无相位数据时的反演性能。从反演过程可
以观察到，尽管缺失相位信息会导致反演问题的不适定性增加，算法仍能准确恢

复目标结构的几何特征。目标泛函的收敛曲线在初期呈现较大波动，这反映了无

相位数据带来的优化难度，但在约 150次迭代后逐渐趋于稳定；同时，指示子误差
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也呈现出总体下降趋势并最终收敛。这一结果表明，我们所提出的算法能够有效

处理实际应用中常见的无相位测量数据，这具有重要的实用价值。

图 4.9 无相位数据反演结果

图 4.10 无相位数据误差下降曲线

4.4.6 复杂结构目标曲面反演

这一节对于更复杂的目标曲面测试我们的算法。这里，我们采用一些反演光

刻中常见的掩模结构进行实验，对于更复杂目标曲面的反演，参见 [81]。对于 T型
目标曲面的实验结果如图4.11和图4.12所示。从反演结果可以观察到，算法能够准
确捕捉 T型结构的几何特征，目标泛函呈现出稳定的收敛趋势，在约 100次迭代
后达到稳定状态。指示子误差的单调下降进一步验证了反演结果的可靠性。

图4.13和图4.14展示了对双 L型结构的反演结果。该结构具有更复杂的几何特
征，包含多个直角转折。实验结果表明，即使面对这种复杂结构，算法仍能保持良

好的反演性能。目标泛函和指示子误差的收敛曲线显示，算法在约 80次迭代后达
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图 4.11 T型目标曲面反演结果

图 4.12 T型目标曲面误差下降曲线
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到收敛状态，反演结果与目标曲面高度吻合。

图 4.13 双 L型目标曲面反演结果

图 4.14 双 L型目标曲面误差下降曲线

图4.15和图4.16给出了一个更具挑战性的H型结构反演实验。该结构不仅具有
复杂的几何特征，还包含多个连接部分。从反演过程可以看出，算法能够逐步恢

复目标结构的各个几何特征，目标泛函在约 60次迭代后趋于稳定，指示子误差也
呈现出良好的收敛性。这组实验进一步证实了所提算法在处理复杂几何结构时的

优越性能。

4.5 隐式神经网络形状优化算法在 EIT问题中的应用

本章提出的基于隐式神经网络表示的形状优化算法，虽然是针对三维障碍物

反散射问题提出的，但其本质是一个求解偏微分方程约束的形状优化问题的通用

性算法框架。为了验证这一框架的广泛适用性，本节探讨其在电阻抗成像 (Electrical
Impedance Tomography, EIT)问题中的应用，展示算法在不同物理背景下的表现。
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图 4.15 H型目标曲面反演结果

图 4.16 H型目标曲面误差下降曲线
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4.5.1 EIT问题的数学描述

假设 𝐷 ⊂ ℝ3 为包含未知夹杂物 𝑆 的单连通有界区域，其中 𝑆 具有 𝐶2 正则

边界，并满足几何分离条件 dist(∂𝑆, ∂𝐷) > 𝛿 > 0（见图 4.17）。

图 4.17 电阻抗成像

电阻抗成像（EIT）的正问题涉及在导电域 𝛺上求解一系列椭圆型边值问题。
给定满足以下条件的诺伊曼-狄利克雷数据对 {(𝑔𝑙, 𝑓𝑙)}L𝑙=1：

𝑔𝑙 ∈ 𝐻−1/2(𝛴), ∫𝛴
𝑔𝑙 𝑑𝑠 = 0 (电流守恒条件), （4.108）

𝑓𝑙 ∈ 𝐻1/2(𝛴) (电压测量数据). （4.109）

电势 𝑢𝑙 满足的控制方程为：

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

−∇ ⋅ (𝜎(𝑥)∇𝑢𝑙) = 0 在𝛺内

𝑢𝑙 = 0 在𝛤 上

𝑢𝑙 = 𝑓𝑙 在𝛴 上

∂𝑛𝑢𝑙 = 𝑔𝑙 在𝛴 上

, 𝑙 = 1, ⋯ , 𝐿. （4.110）

其中 𝑙 = 1, ⋯ ,L。根据标准椭圆理论 [82]，正问题的适定性得到保证，其解满足：

‖𝑢𝑙‖𝐻1(𝛺) ⩽ 𝐶(‖𝑓𝑙‖𝐻1/2(𝛴) + ‖𝑔𝑙‖𝐻−1/2(𝛴)). （4.111）

EIT问题旨在通过边界测量数据反演界面 𝛤 ∶= ∂𝑆，可以表示为最小化电势与
测量电势之间的 𝐿2误差：

𝐽(𝛤 ) ∶= 1
2

L

∑
𝑙=1

‖𝑢𝑙 − 𝑓𝑙‖2
𝐿2(𝛴) → inf

𝛤 ∈𝒜
, （4.112）
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其中可容许界面集𝒜定义为：

𝒜 ∶= {𝛤 ∈ 𝐶2 ∶ dist(𝛤 , 𝛴) > 𝛿, Vol(𝑆) ⩽ 𝑉max}. （4.113）

这一数学表述与光刻中的反散射问题十分相似，但控制方程从亥姆霍兹方程变为

椭圆型方程，测量数据从散射场变为电势，这种相似性使我们可以将为光刻开发

的算法框架直接应用于 EIT问题。

4.5.2 形状导数与算法实现

与第四章中所提算法类似的，可以通过引入曲面的隐式神经网络表示，将可容

许集 𝒜上的形状优化问题转化为潜在变量 {z}所在空间上的有限维优化问题：寻
求潜在变量 𝑧最小化以下目标函数：

ℒ(𝑧) = 𝐽(𝛤𝑧) ∶= 1
2

L

∑
𝑙=1

‖𝑢𝑙 − 𝑓𝑙‖2
𝐿2(𝛴). （4.114）

与第四章中类似的，我们同样假设容许集中的曲面是规则的4.39，从而保证曲面的
良好定义。我们给出目标函数（4.114）如下的梯度表达式：
定理 4.5： 设 𝛺𝑧为 𝐶2类有界域，ℒ(𝑧)由（4.114）定义。那么：

∇ℒ(𝑧) =
L

∑
𝑙=1 ∫𝛤𝑧

∂𝑢𝑙
∂𝑛

∂𝑤𝑙
∂𝑛

∇𝑥𝑓𝜃
‖∇𝑥𝑓𝜃‖d𝑠, （4.115）

其中伴随场 𝑤𝑙 满足：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝛥𝑤𝑙 = 0 在𝛺内,

𝑤𝑙 = 0 在𝛤𝑧上,

∂𝑛𝑤𝑙 = 𝑢𝑙 − 𝑓𝑙 在𝛴 上.

（4.116）

这一定理的证明可以与定理4.2的证明类似地得到。值得注意的是，尽管控制
方程不同，EIT问题的形状导数表达式与反散射问题的形式十分相似，都表现为边
界上伴随场与原场导数的积分形式，这进一步证明了两类问题在数学结构上的相

似性。

基于上述梯度表达式，我们提出基于曲面隐式神经网络表示的求解 EIT问题
的算法4.2。

4.5.3 数值实验

图4.18和图4.19所示的数值实验结果，验证了所提算法在 EIT问题中的有效性。
实验针对具有弯曲边界的非凸介质进行反演，这类结构在传统方法中往往难以准

确反演。从反演结果可以观察到，基于隐式神经网络表示的形状优化算法能够有
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算法 4.2基于曲面隐式神经网络表示的 EIT算法
输入：训练 DeepSDF所需要的曲面数据。电压测量数据 {𝑓𝑙}, 𝑙 = 1, 2, ,L。
初始化：潜在变量 𝑧0。
根据（4.36）训练 DeepSDF神经网络 𝑓𝜃(𝑧, 𝑥)。
for 𝑘 = 0, 1, 2, ⋯ 𝑁 do
通过移动立方体算法产生相应于 𝑧𝑘 的曲面 𝛤𝑘 = {𝑥|𝑓𝜃(𝑧𝑛, 𝑥) = 0}。
在 𝛺𝑘 上求解正问题（4.110）得 𝑢𝑘。
求解伴随问题（4.116）得 𝑤𝑘。
使用（4.115）计算梯度 ∇ℒ(𝑧𝑘)。
使用 Adam方法更新潜在变量 𝑧𝑘。

end for
返回：反演界面 𝛤𝑁。

效捕捉目标结构的几何特征，包括其非凸性和曲率变化。目标泛函的收敛曲线显

示了良好的收敛性能，在约 20次迭代后快速达到稳定状态，且收敛过程平稳；同
时，指示子误差也呈现出显著的单调下降趋势。这一结果表明，我们提出的算法

框架具有良好的通用性，不仅适用于反散射问题，在求解其他类型的形状优化问

题时也表现出优异的性能。

图 4.18 EIT反演结果

这一实验结果具有双重意义：一方面，它验证了本章提出的算法框架具有良

好的通用性，能够有效处理不同物理背景下的反问题；另一方面，这种通用性也为

第五章将反散射算法应用于三维掩模反演光刻问题提供了理论支持。事实上，EIT
问题的成功应用表明，我们的算法能够适应不同的控制方程和测量数据类型，这

正是将反散射方法拓展到光刻领域的关键基础。
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图 4.19 EIT误差下降曲线

4.6 本章小结

本章针对三维障碍物反散射问题，提出了一种基于隐式神经网络表示的形状

优化算法。该方法将曲面隐式神经网络表示引入到传统的形状优化框架中，通过

将曲面优化问题转化为在潜在向量空间中的有限维优化问题，有效降低了问题的

维度并提高了算法的稳定性。

在数值实验方面，通过多组算例验证了算法的有效性和鲁棒性。实验结果表

明，该算法不仅能够有效处理标准数据的反演问题，在面对带噪声数据、反向散射

数据以及无相位数据等复杂情况时也表现出良好的性能。特别是在处理高达 40%
噪声水平的数据时，算法仍能保持稳定的反演效果。

此外，本章还探索了该算法框架在其他形状优化问题中的应用潜力，以电阻

抗成像问题为例，说明了算法的通用性。
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第 5章 结合反散射的三维掩模反演光刻算法

传统的反演光刻技术主要是在薄掩模近似的假设下进行的，本章将这一技术

推广到了对三维掩模的优化。三维掩模光刻成像基于散射问题的近场数据，本章

首先介绍求解带有近场数据的反散射算法，然后通过将散射过程纳入到反演光刻

技术的模型中，提出了基于曲面神经网络表示的三维掩模反演光刻算法。

5.1 近场数据反散射问题的隐式神经网络形状优化算法

本节沿用4.1中的设置，𝛺为散射区域，𝑢为亥姆霍兹方程（4.2）的解。假设
测量点集 {𝑥𝑖}M𝑖=1满足 𝛺 ⊂ 𝐵𝑅且 𝑥𝑖 ∈ ℝ3\𝐵𝑅, 𝑖 = 1, 2, ⋯，近场数据反散射问题的
目标函数被设置为：

𝐽(𝛤 ) ∶= 1
M

M

∑
𝑖=1

|𝐸(𝑥𝑖) − 𝑑𝑖|2, （5.1）

其中近场算子 𝐸 定义为：

𝐸(𝛤 )(𝑥) = ∫∂𝐵𝑅
𝛷(𝑥, 𝑦)∂𝑢

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢(𝑦)∂𝛷(𝑥, 𝑦)
∂𝜈(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ℝ3\𝐵𝑅, （5.2）

𝛷为亥姆霍兹方程的基本解。
对于这一形状优化问题，我们给出如下的形状导数表达式：

定理 5.1： 目标函数（5.1）的形状导数为：

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ) = ∫∂𝐷

∂𝑢
∂𝜈

∂𝑤
∂𝜈 𝑉 ⋅ 𝑛𝑑𝑠, （5.3）

其中伴随场 𝑤 = 𝑤𝑖 + 𝑤𝑠满足：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝛥𝑤𝑠 + 𝑘2𝑤𝑠 = 0, 在 ℝ3\𝐷内,

𝑤𝑠 = −𝑤𝑖, 在 ∂𝐷上,

𝑤𝑠满足辐射条件.

（5.4）

入射场定义为：

𝑤𝑖(𝑦) = 1
M

M

∑
𝑖=1

(𝐸(𝑥𝑖) − 𝑑𝑖)𝛷(𝑥𝑖, 𝑦). （5.5）

证明 直接计算可以得到：

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ) = Re
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
M

M

∑
𝑖=1

(𝐸(𝑥𝑖) − 𝑑𝑖)𝐸′(𝑥𝑖)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

, （5.6）
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其中

𝐸′(𝛤 )(𝑥) = ∫∂𝐵𝑅
𝛷(𝑥, 𝑦)∂𝑢′

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢′(𝑦)∂𝛷(𝑥, 𝑦)
∂𝜈(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ℝ3\𝐵𝑅. （5.7）

𝑢′ ∈ 𝐻1
loc(ℝ

3\𝐷)满足外部边值问题：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝛥𝑢′ + 𝑘2𝑢′ = 0, 在 ℝ3\𝐷内,

𝑢′ = − ∂𝑢
∂𝜈 𝑉 ⋅ 𝑛, 在 ∂𝐷上,

𝑢′满足辐射条件.

（5.8）

将（5.2）代入（5.6）得到：

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ) ∶= Re{
1
M

M

∑
𝑖=1

(𝐸(𝑥𝑖) − 𝑑𝑖)

× ∫∂𝐵𝑅
[𝛷(𝑥𝑖, 𝑦)∂𝑢′

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢′(𝑦)∂𝛷(𝑥𝑖, 𝑦)
∂𝜈(𝑦) ]𝑑𝑠(𝑦)}.

（5.9）

应用 𝑢′和 𝛷(𝑥𝑖, ⋅)在 𝐵𝑅\𝐷上的格林定理可得：

∫∂𝐵𝑅
[𝛷(𝑥𝑖, 𝑦)∂𝑢′

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢′(𝑦)∂𝛷(𝑥𝑖, 𝑦)
∂𝜈(𝑦) ]𝑑𝑠(𝑦)

= ∫∂𝐷 [𝛷(𝑥𝑖, 𝑦)∂𝑢′

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢′(𝑦)∂𝛷(𝑥𝑖, 𝑦)
∂𝜈(𝑦) ]𝑑𝑠(𝑦),

（5.10）

代入 𝑤𝑖的定义推出：

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ) = Re{∫∂𝐷
𝑤𝑖(𝑦)∂𝑢′

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢′(𝑦)∂𝑤𝑖

∂𝜈 (𝑦)𝑑𝑠(𝑦)} . （5.11）

应用 𝑢′和 𝑤𝑠在 𝐾𝑅\𝐷上的格林定理得到：

∫∂𝐾𝑅
{𝑢′ ∂𝑤𝑠

∂𝜈 − ∂𝑢′

∂𝜈 𝑤𝑠
} 𝑑𝑠 = ∫∂𝐷 {𝑢′ ∂𝑤𝑠

∂𝜈 − ∂𝑢′

∂𝜈 𝑤𝑠
} 𝑑𝑠. （5.12）

令 𝑅 → ∞可得：

∫∂𝐷 {𝑢′ ∂𝑤𝑠

∂𝜈 − 𝑤𝑠 ∂𝑢′

∂𝜈 } 𝑑𝑠 = 0. （5.13）

结合（5.13）以及在 ∂𝐷上 𝑤𝑖 + 𝑤𝑠 = 0，可以得到：

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ) = Re{∫∂𝐷
−𝑤𝑠(𝑦)∂𝑢′

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢′(𝑦)∂𝑤𝑖

∂𝜈 (𝑦)𝑑𝑠(𝑦)}

= Re{∫∂𝐷
−𝑢′(𝑦)∂𝑤𝑠

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢′(𝑦)∂𝑤𝑖

∂𝜈 (𝑦)𝑑𝑠(𝑦)}

= Re{∫∂𝐷
−𝑢′(𝑦)∂𝑤

∂𝜈 (𝑦)𝑑𝑠(𝑦)}

= Re{∫∂𝐷

∂𝑢
∂𝜈

∂𝑤
∂𝜈 𝑉 ⋅ 𝑛𝑑𝑠} .

（5.14）
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∎
在得到形状导数的表达式之后，与第四章中求解带有远场数据的反散射算法

类似的，我们可以将形状优化问题（5.1）转化为潜在向量空间上的优化问题：

min
𝑧

ℒ(𝑧) = 𝐽(𝛤𝑧) = 1
M

M

∑
𝑖=1

|𝐸(𝑥𝑖) − 𝑑𝑖|2, （5.15）

并且可以给出目标函数 ℒ(𝑧)的梯度表达式：

∇ℒ(𝑧) = −Re∫𝛤𝑧

∂𝑢
∂𝜈

∂𝑤
∂𝜈

∇𝑧𝑓𝜃
‖∇𝑥𝑓𝜃‖d𝑠, （5.16）

其中 𝑤 满足伴随方程（5.4）。据此可以给出求解带有近场数据反散射问题的算
法5.1。

算法 5.1基于曲面隐式神经网络表示的近场反散射算法
输入: 用于训练 DeepSDF的曲面数据。近场数据,波数 𝑘,方向 {𝑑𝑙}L𝑙=1。
初始化: 初始潜在向量 𝑧0。
根据（4.36）训练 DeepSDF神经网络 𝑓𝜃(𝑧, 𝑥)。
for 𝑛 = 0, 1, 2, ⋯ 𝑁 do
通过移动立方体算法产生相应于 𝑧𝑛 的曲面 𝛤𝑛 = {𝑥|𝑓𝜃(𝑧𝑛, 𝑥) = 0}。
通过求解（4.2）计算 𝑢𝑛

𝑙。
通过求解（5.4）计算 𝑤𝑛

𝑙。
通过（5.16）计算梯度 ∇ℒ(𝑧𝑛)。
使用 Adam方法更新潜在变量 𝑧𝑛。

end for
返回：对应于 𝑧𝑁+1 的曲面。

5.1.1 近场反散射数值试验

在数值试验中，我们采用与第四章相同的神经网络参数设置和散射参数设置。

入射场设置为一个入射方向 (0,0,1)。近场数据的接收位置设置为在半径为 1的球
面上均匀分布的 100个观测点。
图5.1和图5.2展示了使用近场数据进行反演的实验结果，验证了算法对于 L型

曲面结构的重建能力。从重建结果可以观察到，算法能够准确捕捉 L型结构的几
何特征，目标泛函呈现出稳定的收敛趋势，在约 60次迭代后达到稳定状态；同时，
指示子误差的单调下降也验证了重建结果的可靠性。

图5.3和图5.4展示了对H型结构的反演结果。尽管该结构具有更复杂的几何特
征，算法仍表现出良好的重建性能，目标泛函在约 80次迭代后趋于稳定，指示子
误差也呈现出稳定的收敛趋势。这两组反演实验表明，所提出的基于隐式神经网

络表示的形状优化方法不仅适用于远场数据重建，在处理近场测量数据时也具有

良好的性能。
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图 5.1 L型近场反演结果

图 5.2 L型近场误差下降曲线

图 5.3 H型近场反演结果
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图 5.4 H型近场误差下降曲线

对比使用远场数据和近场数据的反演结果图4.3和图5.1，我们在实验中观察到
近场数据重建结果在几何细节上精确度更高，尤其是在 L形物体的边缘和转角处，
重建边界也更为锐利，内角更接近理想直角。值得注意的是，在无界散射体（如半

空间问题或表面散射）情况下，已有研究工作表明近场数据相比远场数据包含更

丰富的倏逝波信息，能够提供超出衍射极限的分辨率。基于我们的实验观察，我

们推测近场测量可能同样捕获了更丰富的散射信息，为空间分辨率和边界特征重

建提供了优势。然而，对于本文研究的有界散射体情况，近场成像优势的具体理

论机制及其是否与特定波场成分相关，仍需在未来研究中进行更深入的探究。

5.2 三维掩模反演光刻算法

在将反散射过程纳入反演光刻算法时，一种可行的方案是采用两步法：首先

利用第三章的薄掩模近似方法反演得到掩模后的近场分布作为目标数据，然后基

于本章第一节的近场反散射算法，从这个目标近场数据反演最优的掩模形状。然

而，这种方法可能会由于分步优化导致次优解。因此，本节采用另一种方式，将反

散射过程与反演光刻直接组合为一个统一的模型。如图5.5所示，入射光经过掩模
时发生散射形成近场分布 𝐸(𝛤 )，随后，近场继续传播并经过光刻系统成像到晶圆
平面上。将这两个物理过程统一建模，可以更准确地描述从掩模到晶圆的完整光

学过程，有助于获得更优的掩模设计。

为了计算方便，区别于第一章中的成像公式（1.19）,本章采用负显影成像模
型 [83]，这一成像模型可以表示为:

𝐼 = 1 − 𝑠𝑖𝑔(|𝐻 ∗ 𝐸|2). （5.17）
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图 5.5 三维反演光刻模型

假设目标掩模为 𝐼 𝑡，三维掩模反演光刻问题可以表示为如下的形状优化问题：

min
𝛤 ∈𝒜

𝐽(𝛤 ) ∶= 1
2 ∫ |𝑠𝑖𝑔(|𝐻 ∗ 𝐸(𝛤 )|2) − 1 + 𝐼 𝑡|2𝑑𝑥

s.t.

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝛥𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0 在ℝ3\𝛺中,

𝑢 = 0 在𝛤 上,
∂𝑢𝑠

∂𝑟 − 𝑖𝑘𝑢𝑠 = 𝑜(𝑟−1) 当𝑟 → ∞时

（5.18）

其中积分是在晶圆面上进行的，𝐸 为（5.2）中定义的近场算子。
定理 5.2： 假设容许集𝒜满足以下条件：

1. 存在固定的 𝐶2参考界面 𝛤0，使得𝒜中的每个界面 𝛤 可以表示为：

𝛤 = {𝑥 + ℎ(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝛤0} （5.19）

其中 ℎ是定义在 𝛤0上的 𝐶2向量场。

2. 一致有界性：存在常数𝑀 > 0，使得对于上述表示中的所有向量场 ℎ，有

‖ℎ‖𝐶2(𝛤0) ⩽ 𝑀. （5.20）

3. 闭包性：若 {𝛤𝑛} ⊂ 𝒜且 𝛤𝑛 的相应向量场 ℎ𝑛 在 𝐶2(𝛤0)范数下收敛到 ℎ，则
由 ℎ确定的界面 𝛤ℎ = {𝑥 + ℎ(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝛤0}也属于𝒜。

4. 有限值条件：存在界面 𝛤 ∈ 𝒜使得 𝐽(𝛤 ) < ∞。
那么在𝒜中存在界面 ̃𝛤 使泛函 𝐽 取到最小值。

证明 由有限值条件，𝐽 在𝒜中是有下界的（注意 𝐽 非负）。根据下确界定义，存
在界面序列 {𝛤𝑛} ⊂ 𝒜满足：

lim
𝑛→∞

𝐽(𝛤𝑛) = inf
𝛤 ∈𝒜

𝐽(𝛤 ) =∶ 𝑚 ⩾ 0. （5.21）

根据条件 1，每个 𝛤𝑛可以表示为 𝛤𝑛 = {𝑥 + ℎ𝑛(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝛤0}，其中 ℎ𝑛 ∈ 𝐶2(𝛤0)
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且 ‖ℎ𝑛‖𝐶2(𝛤0) ⩽ 𝑀。由 Arzelà–Ascoli定理，𝐶2(𝛤0)中有界集的闭包是紧的，因此
存在子列 {ℎ𝑛𝑘}和向量场 ℎ∗ ∈ 𝐶2(𝛤0)，使得 ℎ𝑛𝑘 → ℎ∗在 𝐶2(𝛤0)范数下收敛。
根据条件 3（闭包性），界面 ̃𝛤 = {𝑥 + ℎ∗(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝛤0}也属于𝒜。
Hettlich [65]在分析远场算子的 Fréchet可微性时指出，散射场连续依赖于边界，

对于我们的情况，这意味着当向量场序列 ℎ𝑛𝑘 → ℎ∗ 在 𝐶2 范数下收敛时，相应的

散射场解满足：

‖𝑢𝑛𝑘 − 𝑢 ̃𝛤 ‖𝐻1(𝐵𝑅\𝛺̄) → 0, 𝑘 → ∞. （5.22）

根据迹定理，解在 ∂𝐵𝑅上的限制满足：

‖𝑢𝑛𝑘|∂𝐵𝑅 − 𝑢 ̃𝛤 |∂𝐵𝑅‖𝐻1/2(∂𝐵𝑅) → 0, 𝑘 → ∞, （5.23）

以及

‖
∂𝑢𝑛𝑘

∂𝜈 |∂𝐵𝑅 − ∂𝑢 ̃𝛤
∂𝜈 |∂𝐵𝑅‖𝐻−1/2(∂𝐵𝑅)

→ 0, 𝑘 → ∞. （5.24）

根据近场积分表示公式（5.2），近场算子 𝐸 可表示为 ∂𝐵𝑅 上解及其法向导数

的连续映射。因此，我们有：

|𝐸(𝛤𝑛𝑘)(𝑥) − 𝐸( ̃𝛤 )(𝑥)| → 0, 𝑘 → ∞, （5.25）

其中 𝑥表示近场数据测量点。
由于成像模型中的卷积算子 𝐻 是有界线性算子，且 𝑠𝑖𝑔 函数是连续的，根据

复合函数的连续性可得：

∫ |𝑠𝑖𝑔(|𝐻 ∗ 𝐸(𝛤𝑛𝑘)|2) − 𝑠𝑖𝑔(|𝐻 ∗ 𝐸( ̃𝛤 )|2)|2𝑑𝑥 → 0, 𝑘 → ∞. （5.26）

应用 Fatou引理到目标函数：

𝐽( ̃𝛤 ) = 1
2 ∫ |𝑠𝑖𝑔(|𝐻 ∗ 𝐸( ̃𝛤 )|2) − 1 + 𝐼 𝑡|2𝑑𝑥

⩽ lim inf
𝑘→∞

1
2 ∫ |𝑠𝑖𝑔(|𝐻 ∗ 𝐸(𝛤𝑛𝑘)|2) − 1 + 𝐼 𝑡|2𝑑𝑥

= lim inf
𝑘→∞

𝐽(𝛤𝑛𝑘) = 𝑚.

（5.27）

由下确界定义，𝐽( ̃𝛤 ) ⩾ 𝑚，因此 𝐽( ̃𝛤 ) = 𝑚，即 ̃𝛤 使泛函 𝐽 取到最小值。 ∎
我们给出形状优化问题（5.18）如下的形状导数表达式：

定理 5.3： 假设目标泛函 𝐽 由（5.18）定义，那么：

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ) = Re∫𝛤

∂𝑢
∂𝜈

∂𝑤
∂𝜈 𝑉 ⋅ 𝑛𝑑𝑠, （5.28）
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其中伴随场 𝑤 = 𝑤𝑖 + 𝑤𝑠满足：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝛥𝑤𝑠 + 𝑘2𝑤𝑠 = 0 在 ℝ3\𝐷内,

𝑤𝑠 = −𝑤𝑖 在 𝛤 上,

𝑤𝑠满足辐射条件,

（5.29）

入射场定义为：

𝑤𝑖(𝑦) = ∫[sig (|𝐻 ∗ 𝐸|2) + 𝐼 𝑡 − 1] ⋅ sig (|𝐻 ∗ 𝐸|2) ⋅ [1 − sig (|𝐻 ∗ 𝐸|2)]

× 2Re[𝐻 ∗ 𝐸 (𝐻† ∗ 𝛷(𝑥, 𝑦))]𝑑𝑥, 𝑦 ∈ 𝛤 .
（5.30）

其中 †表示矩阵的共轭翻转操作。
证明 直接计算可以得到：

𝑑𝐽(𝛤 ; 𝑉 ) ∶= ∫(sig (|𝐻 ∗ 𝐸|2) + 𝐼 𝑡 − 1) ⋅ sig (|𝐻 ∗ 𝐸|2)

⋅ (1 − sig (|𝐻 ∗ 𝐸|2)) ⋅ 2Re[𝐻 ∗ 𝐸

⋅ (𝐻† ∗ 𝑈 ′)]𝑑𝑥,

（5.31）

其中

𝑈 ′(𝑥) = ∫∂𝐵𝑅
𝛷(𝑥, 𝑦)∂𝑢′

∂𝜈 (𝑦) − 𝑢′(𝑦)∂𝛷(𝑥, 𝑦)
∂𝜈(𝑦) 𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ℝ3\𝐵𝑅. （5.32）

将（5.32）代入（5.31），接下来与定理5.1的证明类似的，可得（5.28）。 ∎
在得到形状导数的表达式之后，与前面类似的，我们可以将形状优化问题

（5.18）转化为潜在向量空间上的优化问题：

min
𝑧

ℒ(𝑧) = 𝐽(𝛤 (𝑧)) = 1
2 ∫ |𝑠𝑖𝑔(|𝐻 ∗ 𝐸(𝛤 )|2) − 1 + 𝐼 𝑡|2𝑑𝑥, （5.33）

并且可以给出目标函数 ℒ(𝑧)的梯度表达式：

∇ℒ(𝑧) = −Re∫𝛤𝑧

∂𝑢
∂𝜈

∂𝑤
∂𝜈

∇𝑧𝑓𝜃
‖∇𝑥𝑓𝜃‖d𝑠, （5.34）

其中 𝑤满足伴随方程（5.29）。据此可以给出如下基于曲面隐式神经网络表示的三
维掩模反演光刻算法5.2。

5.3 数值实验

这部分数值实验的散射参数和神经网络参数沿用第一节的设置，光刻系统的

参数设置则与第三章中数值算例部分保持一致。三维掩模的厚度设置为 0.2，近场
数据采集位置位于掩模板后 0.05处，在 x和 y方向-1到 1的范围内均匀分布 60×60
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算法 5.2基于曲面隐式神经网络表示的三维掩模反演光刻算法
输入: 训练 DeepSDF所需要的曲面数据。晶圆上的目标像 𝐼 𝑡。
初始化参数: 初始潜在向量 𝑧0。
根据（4.36）训练 DeepSDF神经网络 𝑓𝜃(𝑧, 𝑥)。
for 𝑛 = 0, 1, 2, ⋯ 𝑁 do
通过移动立方体算法产生相应于 𝑧𝑛 的曲面 𝛤𝑛 = {𝑥|𝑓𝜃(𝑧𝑛, 𝑥) = 0}。
求解状态方程（4.2），得到近场数据 𝐸𝑛.
计算 𝐸𝑛 在晶圆上所成的像 𝐼𝑛.
求解伴随方程（5.29）。
根据表达式（5.34）得到梯度 ∇ℒ(𝑧𝑛)。
使用 Adam方法更新潜在变量：𝑧𝑛+1 ← 𝑧𝑛。

end for
返回：对应于 𝑧𝑁+1 的曲面。

个观测点。

在传统的反演光刻算法中，初始掩模通常设计为与目标图案形状相近，以加

快优化收敛。然而，为了充分验证算法的性能和鲁棒性，本实验特意选择了一个与

目标图案（T型结构）差异较大的简单矩形作为初始掩模。实验结果如图5.6所示。
从图 (a)-(d)可以看出，初始状态下的三维掩模为一个简单的矩形结构，其近场分
布呈现出典型的衍射图样，光刻成像结果与目标图案有较大偏差，这反映在较大

的边缘误差上。经过优化后，如图 (e)-(h)所示，掩模逐渐演化出 T型结构的特征，
近场分布也随之改变，呈现出更复杂的干涉图样。最终的光刻成像与目标图案 (i)
有很好的匹配度，边缘误差显著减小。从误差收敛曲线 (j)可以观察到，尽管初始
掩模与目标差异较大，算法仍表现出良好的收敛性，在约 100次迭代后趋于稳定。
这一结果表明，所提出的算法具有较强的优化能力，即使从一个简单的初始构型

出发，也能够准确重建出复杂的目标结构，这为实际应用中的掩模设计提供了更

大的灵活性。

第二个数值算例的实验结果如图5.7所示。从图 (a)-(d)可以看出，初始三维掩
模为一个简单的矩形结构，其近场分布呈现出规则的衍射环状图样，初始光刻成

像为一个椭圆形，与目标 H型图案有显著差异。经过优化后，如图 (e)-(h)所示，掩
模形状逐渐演化出 H型结构的特征，近场分布也发生了显著变化，形成了具有双
中心的复杂干涉模式，这种分布有利于形成目标图案所需的光强分布。最终的光

刻成像与目标图案 (i)达到了良好的匹配，虽然在一些细节处仍存在小幅偏差，但
整体结构特征已被很好地重现。从误差收敛曲线 (j)可以观察到，优化过程经历了
多个阶段：前 50次迭代快速下降，随后在 150-200次迭代间出现小幅波动，最终
在 300次迭代后趋于稳定。这种收敛行为表明，即使从一个简单的初始构型出发，
算法也能够通过逐步调整掩模形状，最终实现对复杂目标结构的重建。这一结果
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(a)初始三维掩模 (b)初始近场分布 (c)初始光刻成像 (d)初始边缘误差

(e)优化后三维掩模 (f)优化后近场分布 (g)优化后光刻成像 (h)优化后边缘误差

(i)目标晶圆图案 (j)误差收敛曲线

图 5.6 三维 T型掩模反演光刻优化结果

不仅验证了算法的有效性，也说明该方法在实际应用中具有较强的适应性，不会

过分依赖初始掩模的选择。

图5.8展示了采用与目标形状相似的初始掩模进行优化的结果，这是反演光刻
技术中常用的策略。从图 (a)-(d)可以观察到，尽管初始掩模与目标图案形状相似，
但由于三维结构的影响，其光刻成像结果仍与目标图案存在明显差异。特别是在

图 (c)中可以看到，初始光刻成像出现了严重的畸变，这反映了三维效应对成像质
量的显著影响。经过优化后，如图 (e)-(h)所示，算法通过精细调整掩模的三维结
构，使得最终的光刻成像更好地匹配了目标图案。从误差收敛曲线 (j) 可以看出，
由于选择了较好的初始值，优化过程在前 5次迭代就实现了快速收敛，随后逐步
微调至最优解，整体收敛速度明显快于前两个算例。这一结果表明，当初始掩模

选择合适时，算法能够更快地收敛到理想解。然而，结合前两个算例的结果，我们

也证实了该算法在初始值选择上具有较大的灵活性，这为实际应用中的掩模设计

提供了更多可能性。
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(a)初始三维掩模 (b)初始近场分布 (c)初始光刻成像 (d)初始边缘误差

(e)优化后三维掩模 (f)优化后近场分布 (g)优化后光刻成像 (h)优化后边缘误差

(i)目标晶圆图案 (j)误差收敛曲线

图 5.7 三维 H型掩模反演光刻优化结果

值得指出的是，在本文的三维掩模表示中，数据集中的掩模厚度是固定的，这

在一定程度上简化了制造工艺的复杂性。虽然传统掩模制造技术在处理如图5.7(e)
所示的复杂三维结构时存在一定挑战，但微纳制造领域的技术正在快速革新。双

光子聚合技术已能实现 100nm 量级的打印精度 [84]，原子层沉积技术提供了原子

级的厚度控制 [85]，而聚焦离子束加工则在精细三维微结构塑造方面展现出巨大潜

力 [86]。先进的多层光刻技术 [87]和灰度光刻工艺 [1]也为三维掩模制造提供了可行

路径。

计算光刻领域的发展正在改变”先设计后制造”的传统范式，通过在算法设计
阶段考虑制造约束，可以实现设计与制造的协同优化。本章提出的优化方法已在

理论上展示了三维掩模的优越性，为光刻技术的下一代发展提供了清晰指引。从

长远来看，随着新型制造技术与计算方法的结合，这些理论模型将逐步从实验室

概念转变为实际工艺。半导体技术的历史表明，理论突破往往领先于工艺实现，这

种理论引领实践的模式正是推动半导体技术持续六十余年指数级发展的核心动力，
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(a) 初始掩模 Z 轴投
影

(b)初始三维投影 (c)初始光刻成像 (d)初始边缘误差

(e) 优化掩模 Z 轴投
影

(f)优化三维投影 (g)优化光刻成像 (h)优化边缘误差

(i)目标晶圆图案 (j)误差收敛曲线

图 5.8 三维掩模反演光刻优化结果
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也是本研究工作潜在价值的重要体现。

5.4 本章小结

本章首先研究了基于近场数据的反散射问题，提出了一种基于曲面隐式神经

网络表示的近场反散射算法。通过对 L型和 H型结构的重建实验，验证了该算法
在处理近场数据时具有良好的性能。实验结果表明，相比于远场数据的重建结果，

近场数据能够捕捉到更多的细节信息，这与理论预期相符，因为近场数据包含了

倏逝波信息。算法在两种不同复杂度的目标结构上都展现出良好的收敛性，L型结
构在约 60次迭代后达到稳定，而更复杂的 H型结构在约 80次迭代后趋于稳定。
在此基础上，通过将散射问题纳入到反演光刻问题的模型中，提出了一种基

于曲面隐式神经网络表示的三维掩模反演光刻算法。该算法将散射过程与光刻成

像过程统一建模，更准确地描述了从掩模到晶圆的完整光学过程。数值实验通过

三组不同的算例，系统地验证了算法的性能：首先采用简单矩形作为初始值，成功

重建出 T型结构；然后同样从简单初始构型出发，实现了对更复杂 H型结构的优
化；最后采用与目标相似的初始掩模，展示了算法在传统策略下的快速收敛特性。

实验结果表明，该算法不仅能有效优化掩模的三维形貌，减轻光刻失真，而且在初

始值选择上具有较大的灵活性。这些特性使得该方法在实际应用中具有更强的适

应性，为反演光刻技术向更小尺寸发展提供了新的研究思路。
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第 6章 总结与展望

6.1 工作总结

本文比较系统地发展了反演光刻算法。主要工作可以概括为以下三个方面：

首先，针对薄掩模近似下的反演光刻问题，本文引入 TV正则项来处理反演光
刻问题的不适定性并锐化掩模图案。为了求解带有 TV正则项的优化问题，本文提
出了一种基于 ADMM框架的求解算法。该算法的主要创新点在于在 ADMM子问
题中直接使用截断函数来代替 sigmoid函数，避免了梯度下降中对 sigmoid函数梯
度的复杂计算。通过这种替换，我们发现子问题具有闭式解，这大大提高了算法

效率。此外，本文严格证明了所提算法的收敛性，并通过启发式方法对算法参数

进行了优化选择。数值实验结果证实了所提算法的有效性。

其次，为了高效求解障碍物反散射问题，本文提出了一种基于曲面隐式神经

网络表示的形状优化算法。该方法的核心创新在于将曲面隐式神经网络表示引入

到反散射问题的求解中，从而将无穷维的形状优化问题转化为有限维空间上的优

化问题，从而显著降低了问题的复杂度。在算法实现上，我们推导了目标函数关

于潜在变量的导数表达式。通过建立目标函数梯度的 Lipschitz性质，我们对算法
的收敛性进行了理论分析。数值实验表明该方法具有优异的重建性能。

最后，本文通过将散射过程纳入到反演光刻问题的模型中，提出了一种基于

曲面隐式神经网络表示的三维掩模反演光刻算法。该算法首先利用隐式神经网络

对三维掩模进行参数化表示，将优化问题转化为对潜在变量的优化，大大降低了

优化变量的维度。通过统一建模散射过程和光刻成像过程，算法能够更准确地描

述从掩模到晶圆的完整光学过程。数值实验表明，该算法不仅能有效优化掩模的

三维形貌，而且在初始值选择上具有较大的灵活性。这些特性使得该方法在实际

工程中的三维掩模设计问题上具有良好的应用前景，为反演光刻技术向更小尺寸

发展提供了新的解决思路。

6.2 未来展望

基于本文的研究工作，我们认为以下几个方向值得进一步探索：

• 算法的自适应与并行化：自适应方法是近年来的热门研究方向。本文提出的
带有截断函数的 ADMM算法以及基于曲面隐式神经网络表示的形状优化算
法的特点使得其非常适合实现自适应和并行化。如何在保证算法收敛性的前
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提下实现高效的自适应策略，以及如何充分利用现代计算架构实现大规模并

行计算，是很有价值的研究方向。

• 数据集构建与工业应用：构建一个更贴合实际的三维掩模数据集，对于推动
本文提出的算法在工业界的实际应用具有重要意义。这包括收集和整理真实

的掩模设计数据，建立标准的测试基准，以及开发面向工业应用的软件工具

等。

• 理论研究的深化：虽然本文对算法的收敛性进行了分析，但在一些关键问题
上还需要深入研究，例如收敛速率的精确估计、参数选择的理论指导、以及

在更一般条件下的收敛性证明等。这些理论研究将为算法的进一步改进提供

重要指导。

• 与深度学习方法的结合：随着深度学习技术的快速发展，如何将本文提出的
算法与最新的深度学习方法（如图神经网络、注意力机制等）结合，以进一

步提升算法性能，是一个很有前景的研究方向。

总的来说，本文工作为反演光刻技术向更小尺度和更大规模发展提供了值得

借鉴的研究思路，但仍有许多值得深入探索的方向。我们期待这些数学理论和算

法创新能够推动光刻技术的进步，为半导体制造工艺的发展以及计算数学领域做

出贡献。
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附录 A 补充内容

附录 A 补充内容

A.1 Armijo线搜索方法

Armijo线搜索方法是一种近似线搜索技术，它不追求精确的最小值，而是确
保每次迭代都能使目标函数获得充分下降。与依赖梯度 Lipschitz常数等全局量的
其他方法不同，Armijo方法仅利用目标函数的局部特性来确定步长。
假设 𝐹 为我们要最小化的目标函数，步长选择过程如下：首先固定参数 0 <

𝛼 < 0.5和 0 < 𝛽 < 1，然后从初始步长 𝑡 = 𝑡0开始。当满足以下条件时：

𝐹 (𝑈̃ 𝑚 − 𝑡∇𝐹 (𝑈̃ 𝑚)) > 𝐹 (𝑈̃ 𝑚) − 𝛼𝑡||∇𝐹 (𝑈̃ 𝑚)||2 （A.1）

我们将步长缩减为 𝑡 = 𝛽𝑡。重复此过程直到条件（A.1）不再满足，此时选择当前
的 𝑡值作为最终步长 𝜂𝑚。关于 Armijo方法的更多详细内容，读者可参考 [A.1]的第

三章。
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